
 

3.3 อนุพันธยอย (Partial derivatives) 
 

แนวคิด อนุพันธยอยของฟงกชันหลายตัวแปรเทียบกับตัวแปรใด 
หมายถึงอนุพันธของฟงกชันหนึ่งแปรเทียบกับตัวแปรนั้น โดยมองวาตัว
แปรอ่ืนเปนคาคงตัว 
 
บทนิยาม 3.3.1 ให f (x, y)  เปนฟงกชันของ x และ y 
1)  อนุพันธยอยของ f เทียบกับ x ที่จุด (x, y) คือ ฟงกชัน 

x
x 0

f (x x, y) f (x, y)f f lim
x x' o

�' �w   
w '

 (1) 

เมื่อลิมิตหาคาได 
2)  อนุพันธยอยของ f เทียบกับ y ที่จุด (x, y) คือ ฟงกชัน 

y
y 0

f (x, y y) f (x, y)f f lim
y y' o

�' �w   
w '

  (2) 

เมื่อลิมิตหาคาได 
 
ขอสังเกต จากบทนิยาม 3.3.1 จะเห็นวา  

ถาตองการหา 
f
x
w
w

 เราจะให y เปนคาคงตวั และ 

ถาตองการหา  
f
y
w
w

 เราจะให x เปนคาคงตวั  

แลว จึงหาอนุพันธของฟงกชันของตัวแปร 1 ตัว 
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สําหรับอนุพันธยอยของฟงกชันซึ่งมากกวาสองตัวแปรขึน้ไป  
เราก็ใหตัวแปรหนึ่งเปนตัวแปรอิสระ สวนตัวแปรที่เหลือเปนคาคงตัว 
เชน อนุพันธยอยของฟงกชัน n ตัวแปร 1 k nf (x , , x , , x )  เทียบ
กับ kx  คือ 
 

k

1 k k n 1
x

k

k0
n

k

f (x , , x x , , x ) f (x , , x , , x )f
x

l
x

im
' o

�' �w  
w '

 

 

จะเห็นวา 
k

f
x
w
w

 เปนอนุพันธยอยของ f เทียบกบั kx  โดยที่ตัวแปร jx

เมื่อ j=1,2,...,n และ j k �  เปนคาคงตัว 
 
คาของอนุพันธยอยของ f เทียบกับ x และ y ที่จุด 0 0(x , y ) เขียน

แทนดวย 0 0
f (x , y )
x
w
w

 หรือ x 0 0f (x , y )   

และ 0 0
f (x , y )
y
w
w

 หรือ y 0 0f (x , y ) ตามลําดับ  

มีความหมายดังนี้ 
0 0 0 0

0 0 x 0 0
x 0

f (x x, y ) f (x , y )f (x , y ) f (x , y ) lim
x x' o

�' �w   
w '

 

0 0 0 0
0 0 y 0 0

y 0

f (x , y y) f (x , y )f (x , y ) f (x , y ) lim
y y' o

�' �w   
w '

 

เมื่อลิมิตหาคาได 
 
ตัวอยาง 3.3.1 (หนา 155) กําหนดให 2f (x, y) 2y 3xy �  



 

จงใชบทนิยาม 3.3.1 หาคา 
f
x
w
w

 และ 
f
y
w
w

  

วิธีทํา    

  
x 0

f f (x x, y) f (x, y)lim
x x' o

w �' � 
w '

    
2 2

x 0

[2y 3(x x)y] [2y 3xy]lim
x' o

� �' � � 
'

x 0

3y xlim
x' o

� ' 
'

 

x 0
lim 3y)(
' o

 �  

( 3y) �   
และ 

 
y 0

f f (x, y y) f (x, y)lim
y y' o

w �' � 
w '

 

2 2

y 0

[2(y y) 3x(y y)] [2y 3xy]lim
y' o

�' � �' � � 
'

 
2

y 0

(4y 3x) y ( y)lim
y' o

� ' � ' 
'

  

y 0
lim (4y 3x y)
' o

 � �'  

4y 3x �  
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ตัวอยาง จงหา 
f
x
w
w

 และ 
f
y
w
w

 เมื่อ 2 3xf (x, y) sin(x y )
y

 �   
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ตัวอยาง จงหา xf  และ yf  เมื่อ 
2xf (x, y) xye�  
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ตัวอยาง กําหนด 

4
2 5 3f (x, y) (1 x y ) � �   

จงหา 
f
x
w
w

 และ 
f
y
w
w

 ที่จุด (3, 1) 

วิธีทํา 
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ความหมายทางเรขาคณิตของ 
f
x
w
w

 ของ z f (x, y)  

ให P เปนจุดบนพื้นผิวที่มีสมการคือ z f (x, y)  

 
ถา ให y คงที่โดย 0y y  และ ให x แปรคา  
แลว P จะเปนจุดที่เคลื่อนไปตามเสนโคง 1C  ที่เกิดจากการตัดพื้นผิว 

z f (x, y)  กับระนาบ 0y y   
ดังนั้น x 0 0f (x , y )  คือ ความชันของเสนสัมผัสเสนโคง 1C  ที่จุด 

0 0(x , y )  (ซึ่งก็คือ การเปลี่ยนแปลงในคา z เมื่อ x เพิ่มขึ้นหนึ่งหนวย)  

นั่นคือ 0 0 0 0
x 0 0

x 0

f (x x, y ) f (x , y )f (x , y ) lim
x' o

�' �
 

'
 

เมื่อลิมิตหาคาได 
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ความหมายทางเรขาคณิตของ 
f
y
w
w

 ของ z f (x, y)  

 
ถา ให x คงที่โดย 0x x  และให y แปรคา  
แลว P จะเปนจุดที่เคลื่อนไปตามเสนโคง 2C  ที่เกิดจากการตัดพื้นผิว 

z f (x, y)  กับระนาบ 0x x   
ดังนั้น y 0 0f (x , y ) คือ ความชันของเสนสัมผัสเสนโคง 2C  ที่จุด 

0 0(x , y )  (ซึ่งก็คือ การเปลี่ยนแปลงในคา z เมื่อ y เพิ่มขึ้นหนึ่งหนวย) 
  

นั่นคือ 0 0 0 0
y 0 0

y 0

f (x , y y) f (x , y )f (x , y ) lim
y' o

�' �
 

'
 

เมื่อลิมิตหาคาได  
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ตัวอยาง 3.3.5 (หนา 157) จุด Q เคลื่อนที่ไปตามเสนโคงซึ่งเปนรอย
ตัดของทรงกลม 2 2 2x y z 1� �   กับระนาบ 2x 3   

ที่จุด 
2 1 2P , ,
3 3 3

§ ·¨ ¸© ¹
  

 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ z เทียบกับ y มีคาเทาไร 
วิธีทํา เนื่องจากพิกัด z ของจุด P มีคาเปนบวก จะไดวาจุดนี้อยูบน
พื้นผิวของครึ่งทรงกลมสวนบนซึ่งมีสมการ 2 2z 1 x y � �  
 อัตราการเปลี่ยนแปลงของ z เทียบกับ y ที่จุดนี้ (เสมือนกับจุด Q 

เคลื่อนที่ไปตามวงกลมของรอยตัด) คือ 

� �2 1,
3 3

z
y
w
w

 

     
1

2 2 2z (1 x y )
y y

ª ºw w � �« »
w w « »¬ ¼

 

   
1

2 2 21 (1 x y ) ( 2y)
2

�
 � � �  

   
2 2
y

1 x y
 �

� �
 

เพราะฉะนั้น  

� � � � � �2 22 1,
3 3

1
z 13
y 22 11

3 3

w  �  �
w

� �

 



 

วิธีที่ 2  หา 
z
y
w
w

 จากฟงกชันซึ่งกําหนดโดยปริยายของทรงกลม 

2 2 2x y z 1� �  เทียบกับ y และพิจารณา z เปนฟงกชันของ x 
และ y จะได 

 2 2 2x y z (1)
y y
w wª º� �  ¬ ¼w w

 

     
z2y 2z 0
y
w� �  
w

 

      
z y
y z
w  �
w

 

แทนคาพิกัด y และ z ของจุด 2 1 2P , ,
3 3 3

§ ·¨ ¸© ¹
 จะได  

 
� �2 1 1, ,

3 3 3

z (1 / 3) 1
y (2 / 3) 2
w  �  �
w

 

 



 

 
ตัวอยาง 3.3.7 (หนา 159) เสนทแยงมุม D ของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 
กําหนดโดย 2 2D x y � เมื่อ x และ y เปนความยาวของดาน
ประกอบมุมของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา  
 (a) จงหาสูตรสําหรับหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ D เทียบ
กับ x ถา x เปลี่ยนแปลงไปขณะที่ y คงที่  
 (b) สมมุติ y=4 เซนติเมตร จงหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ 
D เทียบกับ x ขณะที่ดาน x ยาว 3 เซนติเมตร 
 
วิธีทํา  

 (a)  � �
1

2 2 2
2 2

D 1 xx y (2x)
x 2 x y

�w  �  
w �

 

 (b)  
2 2(3,4)

D 3 3
x 53 4

w   
w �

 



 

 

อนุพันธยอยอันดับสูง (Higher-Order Partial Derivatives) 

อนุพันธยอยอันดับที่หนึง่ของ z f (x, y)   [ xf (x, y)  และ 
yf (x, y)] ยังคงเปนฟงกชันของตัวแปร x และ y  

สามารถหาอนุพันธยอยของ xf  และ yf  เทียบกับ x และเทียบกับ 
y ได เรียกวาอนุพันธยอยอันดับที่สองของ f  
ซึ่งมีวิธีหาดังนี ้
1) การหาอนุพันธยอยเทียบกับ x สองครั้ง 

2 2

xx2 2
z f ff

x xx x
w w w w§ ·   ¨ ¸w ww w © ¹

 

2) การหาอนุพันธยอยเทียบกับ x กอนแลวจึงเทียบกับ y  
2 2

xy
z f ff

y x y x y x
w w w w§ ·   ¨ ¸w w w w w w© ¹

 

3) การหาอนุพันธยอยเทียบกับ y กอนแลวจึงเทียบกับ x  
2 2

yx
z f ff

x y x y x y
w w w w§ ·   ¨ ¸w w w w w w© ¹

 

4) การหาอนุพันธยอยเทียบกับ y สองครั้ง 
2 2

yy2 2
z f ff

y yy y
w w w w§ ·   ¨ ¸w ww w © ¹

 

หมายเหตุ อนุพันธยอย 
2f

y x
w
w w

 หรือ xyf  และ 
2f

x y
w
w w

 หรือ yxf  

เรียกวา อนุพันธยอยอันดับที่สองแบบผสม ซึ่งอาจมีคาเทากันหรือ
ตางกันก็ได 
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ทฤษฎีบท 3.3.1 ให f(x, y) เปนฟงกชนัที่หาอนุพันธยอยได และ 
2f f ff , , ,

x y x y
w w w
w w w w

 และ 
2f

y x
w
w w

 ตางเปนฟงกชันที่มีความ

ตอเนื่องบนบริเวณ R แลว 
2 2f f

x y y x
w w 
w w w w

 ทุก ๆ จุด R 

โดยการหาอนุพันธยอยตอเนื่องกันไปเรื่อย ๆ เราสามารถหาอนุพันธ
ยอยอันดับสามหรือสูงกวาไปเรื่อย ๆ ได ตัวอยางเชน 

 
3 2 3 2

3 2 2
f f f f,

x y y xx x y x
§ · § ·w w w w w w  ¨ ¸ ¨ ¸w w w ww w w w© ¹ © ¹

 
3 2 4 3

2 2 2 2 2
f f f f,

y yy x x y x y x
§ · § ·w w w w w w  ¨ ¸ ¨ ¸w ww w w w w w w© ¹ © ¹

อนุพันธ

ยอยอันดับสูงกวาอันดับหนึ่ง เราสามารถแทนดวยสัญลักษณที่รัดกุมกวา
ดวยดัชน ี(Subscript) ดังนี้  

2

x x y
f f (f ) (f )

y x y x y
w w w w§ ·   ¨ ¸w w w w w© ¹

 (เขียน 
2

xy
f f

y x
w  
w w

) 

 
ขอสังเกต  ในการเขียนสัญลักษณ “w” เราจะหาอนุพันธยอย
เรียงลําดับจากขวาไปซาย แตในสัญลักษณแบบดัชนีลางเรยีงจาก
ซายไปขวา ตัวอยางเชน 

 
2 3 4

xx yyx xxyy2 2 2 2
f f ff , f , f

x x y y x
w w w   
w w w w w

 

 

Clairaut's Theorem


