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4.6 อนุกรมกําลัง (Power Series) 

บทนิยาม 4.6.1  อนุกรมกําลังที่มีจุดศนูยกลางที่ c (power series 
centered at c) หรือ อนุกรมกําลัง (power series) คืออนุกรมที่อยู่ในรูป  

      n 2 n
n 0 1 2 n

n 0

a (x c) a a (x c) a (x c) a (x c)
f

 
�  � � � � � � � �¦  

 เมื่อ 0 1 2c,a ,a ,a ,... เปนค่าคงตัว และ x  เปนตัวแปร  

 

อนุกรมก าลังที่พบบ่อยครั้งคือ กรณี c 0  จะอยู่ในรูป 

           n 2 n
n 0 1 2 n

n 0

a x a a x a x a x
f

 
 � � � � �¦  

 
ตัวอยาง 4.6.1 (หนา 256)  

1. n

n 0

(x 3)
f

 
�¦ คือ อนุกรมก าลังที่มี c 3   และ na 1  ทุก n 0t   

2. 
n

n 0

x

n!

f

 
¦    คือ อนุกรมก าลังที่มี c 0  และ  n

1
a

n!
   ทุก n 0t    
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x เมื่อตองการหาค่า n
n

n 0

a (x c)
f

 
�¦ ที่ 0x x   

x เราจะแทนค่า 0x  ในผลรวม ท าใหเกิดเปนอนุกรมอนันต 

n
n 0

n 1

a (x c)
f

 
�¦  ซึ่งอนุกรมนี้อาจจะลู่เขาหรือลู่ออกก็ได 

เชน อนุกรม n 2

n 1

x 1 x x
f

 
 � � �¦  

x กรณี x 1  ไดอนุกรม 1 1 1 1� � � � �   ซึ่งลู่ออก 

x กรณี  x 1 �  ไดอนุกรม n1 1 1 ( 1)� � � � � �  ซึ่งลู่ออก 

x กรณี 
1

x
2

   ไดอนุกรม n

1 1 1
1

2 4 2
� � � � �  ซึ่งลู่เขาสู่  2  

 
วัตถุประสงค คือ หาจ านวนจริงที่เมื่อแทนค่าเขาไปในอนุกรมก าลัง 
                      แลวไดอนุกรมลู่เขา 
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4.6.1 ชวงลูเขาและรัศมีการลูเขา 

� อนุกรมก าลัง n
n 0

n 0

a (x c)
f

 
�¦  มีค่า x  อย่างนอยหนึ่งค่า คือ  x=c  

ที่แทนเขาไป แลวไดอนุกรมลู่เขา  
� ในการหาจ านวนจริง x  ทั้งหมดที่ท าใหอนุกรมก าลังลู่เขา สามารถท าได

โดยการทดสอบการลู่เขาดังที่เคยศึกษามา 
 

ตัวอยาง 4.6.2 (หนา 256) จงหาจ านวนจริง x  ทั้งหมดที่ท าใหอนุกรมก าลัง  

                                  
n

2n
n 0

x

3

f

 
¦        ลู่เขา 

วิธีทํา  ใชการทดสอบแบบอัตราส่วน โดยพิจารณา 
n 1 2(n 1) 2n

n 1
n 2n 2n 2

n n n nn

a x / 3 3 x x
lim lim lim x lim

a 9 9x / 3 3

� �
�

�of of of of
  �    

ค่าลิมิตขึ้นอยู่กับ x   
โดยการทดสอบแบบอัตราส่วน ไดว่า 

n

2n
n 0

x

3

f

 
¦  ลูเขาเมื่อ 

x
1

9
�      และ ลูออกเมื่อ 

x
1

9
!  

เหลือการพิจารณาอนุกรมก าลังนี้เมื่อ 
x

1
9
  ซึ่งก็คือ x 9 r  
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x ถา x 9  อนุกรมที่พิจารณาคือ 
n

2n
n 0 n 0

9
1

3

f f

  
 ¦ ¦  ซึ่งลู่ออก 

x ถา x 9 � อนุกรมที่พิจารณาคือ 
n

n
2n

n 0 n 0

( 9)
( 1)

3

f f

  

�  �¦ ¦  ซึ่งลู่ออก 

ดังนั้น จึงสรุปไดว่าอนุกรมก าลังนี้ลู่เขาก็ต่อเมื่อ 
x

1
9
�  

  ซึ่งก็คือค่าของจ านวนจริงทั้งหมดในช่วง ( 9,9)� นั่นเอง  
  

สังเกตว่าสามารถใชการทดสอบโดยการถอดรากที่ n ไดเช่นกัน  
ในกรณีนี้ เราจะไดสิ่งที่ตรวจสอบเปน  

n

n nn 2n 2
n n n

x x x
lim a lim lim

93 3of of of
    

ซึ่งการพิจารณาการทดสอบโดยการถอดรากที่ n จะเปนในท านองเดียวกับ
การทดสอบแบบอัตราส่วน ท าใหไดผลสรุปเดียวกัน  
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ขอสังเกต 4.6.1 การทดสอบแบบอัตราส่วนของอนุกรม n
n

n 0

a (x c)
f

 
�¦  

จะไดสิ่งที่พิจารณาคือ 
n 1

n 1 n 1 n 1
n

n n nn nn

a (x c) a a
lim lim x c x c lim

a aa (x c)

�
� � �

of of of

�  �  �
�

  

กรณีที่ 1 n 1

n n

a
lim R

a
�

of
  โดยที่ R 0z   

1.1) ถา 
1

x c 1
R

� � �  แลว อนุกรมลู่เขา  

ซึ่ง 
1

x c 1 x c R x (c R,c R)
R

� � � � � � � � � �   

1.2) ถา 
1

x c 1
R

� � !  แลว อนุกรมลู่ออก  

  ซึ่ง 
1

x c 1 x c R x (c R,c R)
R

� � ! � � ! � � � �  

1.3) ที่ค่า x c R �  และ x c R �  ตองพิจารณาเปนกรณีเฉพาะ 
กรณีที่ 2 R 0   แลว มี c เพียงตัวเดียวที่ท าใหอนุกรมลู่เขา  
กรณีที่ 3 R f แลว อนุกรมลูเ่ขาส าหรับทุกจ านวนจริง 

 
ถาใชการตรวจสอบโดยการถอดรากที่ n ค่า R  ที่พิจารณา คือ 

n n
n

1
lim

aof
 และไดขอสรุปในท านองเดียวกัน  
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ทฤษฎีบท 4.6.1 อนุกรมก าลัง n
n

n 0

a (x c)
f

 
�¦  จะสอดคลองกับเงื่อนไข

ต่อไปนี้หนึ่งขอและเพียงขอเดียวเท่านั้น 

1. มีจ านวนจริง R 0!  ที่ n
n

n 1

a (x c)
f

 
�¦ ลู่เขาแบบสัมบูรณ 

เมื่อ | x c | R� �  และ ลู่ออกเมื่อ | x c | R� !  

2. อนุกรมลู่เขา เมื่อ x c  เท่านั้น 
3. อนุกรมนี้ลู่เขาแบบสัมบูรณที่ทุก ๆ ค่าของ x  

x เรียก  R  ในกรณีที่ 1 ว่ารัศมีการลูเขา (radius of convergence) 
ของอนุกรมก าลัง  

x ก าหนดให R 0 และ ในกรณีที่ 2  

x ก าหนดให R f ในกรณีที่ 3 

x เรียกเซตของจ านวนจริงทั้งหมดที่ท าใหอนุกรมก าลังที่พิจารณาลู่เขา
ว่าชวงการลูเขา (interval of convergence) 

หมายเหตุ 4.6.1  ถา เงื่อนไข 1. ของทฤษฎีบท 4.6.1 เปนจริง ช่วงการลู่
เขาของอนุกรมจะเปนแบบใดแบบหนึ่ง ดังต่อไปนี้ 
(c R,c R), (c R,c R], [c R,c R)� � � � � �  หรือ [c R,c R]� �  

โดยตรวจสอบจุดปลายที่ c R� และ c R�  เปนกรณีเฉพาะ 
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ตัวอยาง 4.6.3 (หนา 258) จงหาช่วงการลู่เขา และรัศมีการลู่เขาของอนุกรม   

                                                 
n

2n
n 0

x

3

f

 
¦   

วิธีทํา จากตัวอย่าง 4.6.2  ทราบว่า 

อนุกรม 
n

2n
n 0

x

3

f

 
¦ ลู่เขา ก็ต่อเมื่อ x  อยู่ในช่วง ( 9,9)�  

ดังนั้น ชวงการลูเขา คือ ( 9,9)�  
และเนื่องจาก 0 เปนจุด c (จุดศูนยกลาง) ไดว่า รัศมีการลูเขาคือ 9  
 

ทฤษฎีบท 4.6.2 อนุกรมก าลัง n
n

n 0

a (x c)
f

 
�¦  โดย na 0, nz �  

1. ถา n

n n 1

a
lim R, (0 R )

aof �
 d df แลว R  เปนรัศมีการลู่เขา 

2. ถา 
nn n

1
lim R, (0 R )

| a |of
 d df แลว R  เปนรัศมีการลู่เขา 
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ตัวอยาง 4.6.5 (หนา 258) จงหาช่วงการลู่เขาและรัศมีการลู่เขาของ 

                                  อนุกรม 
n n

n
n 1

( 1) (x 2)

n 4

f

 

� �
�¦   

โดย   (1) วิธีทดสอบการลู่เขาของอนุกรม   (2) การใชทฤษฎีบท 4.6.2 
 
วิธีทํา  
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ตัวอยาง 4.6.6 (หนา 259)  จงหาช่วงการลู่เขาและรัศมีการลูเ่ขาของ 

                                   อนุกรม 
n n

n 0

3 (x 3)

n!

f

 

�¦  

โดย (1)  วิธีทดสอบการลูเ่ขาของอนุกรม      (2) การใชทฤษฎีบท 4.6.2 

วิธีทํา  
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ตัวอยาง 4.6.7 (หนา 259)  จงหาช่วงการลู่เขาและรัศมีการลูเ่ขาของ 

                                    อนุกรม n n

n 0

n (x 5)
f

 
�¦   

โดย (1)  วิธีทดสอบการลู่เขาของอนุกรม   (2) การใชทฤษฎีบท 4.6.2 

วิธีทํา  
 
 
 
 


