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4.6 ĂนčกรมกĞćúĆงǰ(Power Series) 

บทนĉยćมǰ4.6.1ǰǰĂนčกรมกĞćúĆงทĊęมĊจčดýĎนยŤกúćงทĊęǰc (power series 
centered at c)ǰหรือǰĂนčกรมกĞćúĆงǰ(power series) คืออนุกรมที่อยู่ในรูปǰ 

ǰǰǰǰǰǰ n 2 n
n 0 1 2 n

n 0

a (x c) a a (x c) a (x c) a (x c)
f

 
�  � � � � � � � �¦  

ǰเมื่อǰ 0 1 2c,a ,a ,a ,...ǰเปŨนค่าคงตัวǰและǰx ǰเปŨนตัวแปรǰ 

 

อนุกรมก าลังที่พบบ่อยครั้งคือǰกรณีǰc 0 ǰจะอยู่ในรูป 

           n 2 n
n 0 1 2 n

n 0

a x a a x a x a x
f

 
 � � � � �¦  

 
ตĆüĂยŠćงǰ4.6.1ǰ(Āนšćǰ256)ǰ 

1.ǰ n

n 0

(x 3)
f

 
�¦ คือǰอนุกรมก าลังที่มีǰc 3 ǰǰและǰ na 1 ǰทุกǰn 0t ǰ 

2.ǰ
n

n 0

x

n!

f

 
¦ ǰǰǰคือǰอนุกรมก าลังที่มีǰc 0 ǰและǰǰ n

1
a

n!
 ǰǰทุกǰn 0t ǰǰ 
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x เมื่อตšองการหาค่าǰ n
n

n 0

a (x c)
f

 
�¦ ที่ǰ 0x x ǰ 

x เราจะแทนค่าǰ 0x ǰในผลรวมǰท าใหšเกิดเปŨนอนุกรมอนันตŤǰ

n
n 0

n 1

a (x c)
f

 
�¦ ǰซึ่งอนุกรมนี้อาจจะลู่เขšาหรือลู่ออกก็ไดš 

đชŠนǰอนุกรมǰ n 2

n 1

x 1 x x
f

 
 � � �¦  

x กรณีǰx 1 ǰไดšอนุกรมǰ1 1 1 1� � � � � ǰǰซึ่งลู่ออก 

x กรณีǰǰx 1 � ǰไดšอนุกรมǰ n1 1 1 ( 1)� � � � � � ǰซึ่งลู่ออก 

x กรณีǰ
1

x
2

 ǰǰไดšอนุกรมǰ n

1 1 1
1

2 4 2
� � � � � ǰซึ่งลู่เขšาสู่ǰ 2  

 
üĆตถčปรąÿงคŤǰคือǰหาจ านวนจริงที่เมื่อแทนค่าเขšาไปในอนุกรมก าลัง 
ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰแลšวไดšอนุกรมลู่เขšา 
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4.6.1 ชŠüงúĎŠđขšćĒúąรĆýมĊกćรúĎŠđขšć 

� อนุกรมก าลัง n
n 0

n 0

a (x c)
f

 
�¦ ǰมีค่าǰ x ǰอย่างนšอยหนึ่งค่าǰคือǰǰx=c  

ที่แทนเขšาไปǰแลšวไดšอนุกรมลู่เขšาǰ 
� ในการหาจ านวนจริงǰ x ǰทั้งหมดที่ท าใหšอนุกรมก าลังลู่เขšาǰสามารถท าไดš

โดยการทดสอบการลู่เขšาดังที่เคยศึกษามา 
 

ตĆüĂยŠćงǰ4.6.2ǰ(Āนšćǰ256)ǰจงหาจ านวนจริงǰx ǰทั้งหมดที่ท าใหšอนุกรมก าลังǰ 

ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ
n

2n
n 0

x

3

f

 
¦ ǰǰǰǰǰǰǰลู่เขšา 

üĉธĊทĞćǰǰใชšการทดสอบแบบอัตราส่วนǰโดยพิจารณา 
n 1 2(n 1) 2n

n 1
n 2n 2n 2

n n n nn

a x / 3 3 x x
lim lim lim x lim

a 9 9x / 3 3

� �
�

�of of of of
  �    

ค่าลิมิตขึ้นอยู่กับǰx ǰ 
โดยการทดสอบแบบอัตราส่วนǰไดšว่า 

n

2n
n 0

x

3

f

 
¦ ǰúĎŠđขšćเมื่อǰ

x
1

9
�  ǰǰǰǰและ úĎŠĂĂกเมื่อǰ

x
1

9
!  

เหลือการพิจารณาอนุกรมก าลังนี้เมื่อǰ
x

1
9
 ǰซึ่งก็คือǰx 9 r  
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x ถšาǰx 9 ǰอนุกรมที่พิจารณาคือǰ
n

2n
n 0 n 0

9
1

3

f f

  
 ¦ ¦ ǰซึ่งลู่ออก 

x ถšาǰx 9 � อนุกรมที่พิจารณาคือǰ
n

n
2n

n 0 n 0

( 9)
( 1)

3

f f

  

�  �¦ ¦ ǰซึ่งลู่ออก 

ดĆงนĆĚนǰจึงสรุปไดšว่าอนุกรมก าลังนี้ลู่เขšาก็ต่อเมื่อǰ
x

1
9
�  

ǰǰซึ่งก็คือค่าของจ านวนจริงทั้งหมดในช่วงǰ ( 9,9)� นั่นเอง  
  

สังเกตว่าสามารถใชšการทดสอบโดยการถอดรากที่ n ไดšเช่นกันǰ 
ในกรณีนี้ǰเราจะไดšสิ่งที่ตรวจสอบเปŨนǰ 

n

n nn 2n 2
n n n

x x x
lim a lim lim

93 3of of of
    

ซึ่งการพิจารณาการทดสอบโดยการถอดรากที่ǰn จะเปŨนในท านองเดียวกับ
การทดสอบแบบอัตราส่วนǰท าใหšไดšผลสรุปเดียวกันǰ 
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ขšĂÿĆงđกตǰ4.6.1ǰการทดสอบแบบอัตราส่วนของอนุกรมǰ n
n

n 0

a (x c)
f

 
�¦  

จะไดšสิ่งที่พิจารณาคือǰ
n 1

n 1 n 1 n 1
n

n n nn nn

a (x c) a a
lim lim x c x c lim

a aa (x c)

�
� � �

of of of

�  �  �
�

ǰ 

กรณĊทĊęǰ1ǰ n 1

n n

a
lim R

a
�

of
 ǰโดยที่ǰR 0z ǰ 

1.1) ถšćǰ
1

x c 1
R

� � � ǰĒúšüǰอนุกรมลู่เขšาǰ 

ซึ่งǰ
1

x c 1 x c R x (c R,c R)
R

� � � � � � � � � � ǰ 

1.2)ǰถšćǰ
1

x c 1
R

� � ! ǰĒúšüǰอนุกรมลู่ออกǰ 

ǰ ซึ่งǰ
1

x c 1 x c R x (c R,c R)
R

� � ! � � ! � � � �  

1.3)ǰที่ค่าǰx c R � ǰและǰx c R � ǰตšองพิจารณาเปŨนกรณีเฉพาะ 
กรณĊทĊęǰ2ǰR 0 ǰǰแลšวǰมีǰcǰเพียงตัวเดียวที่ท าใหšอนุกรมลู่เขšาǰ 
กรณĊทĊęǰ3ǰR fǰแลšวǰอนุกรมลูเ่ขšาส าหรับทุกจ านวนจริง 

 
ถšาใชšการตรวจสอบโดยการถอดรากที่ǰnǰค่าǰR ǰที่พิจารณาǰคือǰ

n n
n

1
lim

aof
ǰและไดšขšอสรุปในท านองเดียวกัน  
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ทฤþฎĊบทǰ4.6.1ǰอนุกรมก าลังǰ n
n

n 0

a (x c)
f

 
�¦ ǰจะสอดคลšองกับเงื่อนไข

ต่อไปนี้หนึ่งขšอและเพียงขšอเดียวเท่านั้น 

1. มีจ านวนจริงǰR 0! ǰที่ǰ n
n

n 1

a (x c)
f

 
�¦ ลู่เขšาแบบสัมบูรณŤ 

เมื่อǰ| x c | R� � ǰและǰลู่ออกเมื่อǰ| x c | R� !  

2. อนุกรมลู่เขšาǰเมื่อǰx c ǰเท่านั้น 
3. อนุกรมนี้ลู่เขšาแบบสัมบูรณŤที่ทุกǰๆǰค่าของǰx  

x เรียกǰǰR ǰในกรณีที่ǰ1ǰว่ารĆýมĊกćรúĎŠđขšćǰ(radius of convergence) 
ของอนุกรมก าลังǰ 

x ก าหนดใหšǰR 0 และǰในกรณีที่ǰ2ǰ 

x ก าหนดใหš R fǰในกรณีที่ǰ3 

x เรียกเซตของจ านวนจริงทั้งหมดที่ท าใหšอนุกรมก าลังที่พิจารณาลู่เขšา
ว่าชŠüงกćรúĎŠđขšćǰ(interval of convergence) 

ĀมćยđĀตčǰ4.6.1ǰ ถšาǰเงื่อนไขǰ1.ǰของทฤษฎีบท 4.6.1 เปŨนจริงǰช่วงการลู่
เขšาของอนุกรมจะเปŨนแบบใดแบบหนึ่งǰดังต่อไปนี้ǰ
(c R,c R), (c R,c R], [c R,c R)� � � � � � ǰหรือǰ[c R,c R]� �  

โดยตรวจสอบจุดปลายที่ǰc R� และǰc R� ǰเปŨนกรณีเฉพาะ 
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ตĆüĂยŠćงǰ4.6.3ǰ(Āนšćǰ258)ǰจงหาช่วงการลู่เขšาǰและรัศมีการลู่เขšาของอนุกรมǰǰ 

ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ
n

2n
n 0

x

3

f

 
¦ ǰ 

üĉธĊทĞćǰจากตัวอย่างǰ4.6.2ǰǰทราบว่า 

อนุกรมǰ
n

2n
n 0

x

3

f

 
¦ ลู่เขšาǰก็ต่อเมื่อǰ x ǰอยู่ในช่วงǰ ( 9,9)�  

ดังนั้นǰชŠüงกćรúĎŠđขšćǰคือǰ ( 9,9)�  
และเนื่องจากǰ0ǰเปŨนจุดǰcǰ(จุดศูนยŤกลาง)ǰไดšว่าǰรĆýมĊกćรúĎŠđขšćคือǰ9ǰ 
 

ทฤþฎĊบทǰ4.6.2ǰอนุกรมก าลังǰ n
n

n 0

a (x c)
f

 
�¦ ǰโดยǰ na 0, nz �  

1.ǰถšćǰ n

n n 1

a
lim R, (0 R )

aof �
 d df ĒúšüǰR ǰเปŨนรัศมีการลู่เขšา 

2. ถšćǰ
nn n

1
lim R, (0 R )

| a |of
 d df ĒúšüǰR ǰเปŨนรัศมีการลู่เขšา 
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ตĆüĂยŠćงǰ4.6.5ǰ(Āนšćǰ258)ǰจงหาช่วงการลู่เขšาและรัศมีการลู่เขšาของ 

ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰอนุกรมǰ
n n

n
n 1

( 1) (x 2)

n 4

f

 

� �
�¦ ǰ 

โดยǰǰǰ(1)ǰวิธีทดสอบการลู่เขšาของอนุกรมǰ ǰ(2)ǰการใชšทฤษฎีบท 4.6.2 
 
üĉธĊทĞć  
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ตĆüĂยŠćงǰ4.6.6ǰ(Āนšćǰ259)ǰǰจงหาช่วงการลู่เขšาและรัศมีการลูเ่ขšาของ 

ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰอนุกรมǰ
n n

n 0

3 (x 3)

n!

f

 

�¦  

โดยǰ(1)ǰǰวิธีทดสอบการลูเ่ขšาของอนุกรมǰǰǰǰǰǰ(2)ǰการใชšทฤษฎีบท 4.6.2 

üĉธĊทĞć  
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ตĆüĂยŠćงǰ4.6.7ǰ(Āนšćǰ259)ǰǰจงหาช่วงการลู่เขšาและรัศมีการลูเ่ขšาของ 

ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰอนุกรมǰ n n

n 0

n (x 5)
f

 
�¦ ǰ 

โดยǰ(1)ǰǰวิธีทดสอบการลู่เขšาของอนุกรมǰǰǰ(2)ǰการใชšทฤษฎีบท 4.6.2 

üĉธĊทĞć  
 
 
 
 


