
 

 

บทที่ǰ4 ล ćดับและอนุกรม 

(Sequences and Series) 

4.1 ล ćดับอนันตŤǰ 
�ǰล ćดับลู่เข้ć,ǰล ćดับลู่ออก,ǰล ćดับทćงเดียว,ǰล ćดับมีขอบเขต 

4.2ǰอนุกรมอนันตŤ 
 �ǰอนุกรมลู่เข้ć-ลู่ออก,ǰกćรทดสอบกćรลู่ออก, อนุกรมเรขćคณิตǰ 
4.3ǰกćรทดสอบกćรลู่เข้ć-ลู่ออกของอนุกรม 
 4.3.1ǰกćรทดสอบแบบปริพันธ์ 
 4.3.2ǰกćรทดสอบแบบเปรียบเทียบและเปรียบเทียบลิมิต 
 4.3.3ǰกćรทดสอบแบบอัตรćส่วน 
 4.3.4ǰกćรทดสอบแบบถอดรćกที่ǰn 
4.4 อนุกรมสลับ 
 

4.6ǰอนุกรมก ćลังǰǰǰǰǰǰ�ǰǰหćรัศมีกćรลู่เข้ć 
4.7 อนพุันธ์และปริพันธ์ของอนุกรมก ćลัง 
4.8ǰอนุกรมเทยŤเลอรŤǰǰ�ǰǰเปŨนตัวแทนของฟังก์ชัน 
 



 

 

4.1ǰล ćดับอนันตŤ 

บทนิยćมǰ4.1.1ǰให้ǰA �z ǰǰเรćจะเรียกฟังก์ชันǰ f ǰว่ćเปŨนล ćดับอนันตŤǰ
(Infinite series)ǰในเซตǰAǰหรือǰเรียกสั้นǰๆǰว่ćǰล ćดับǰก็ต่อเมื่อǰ

f : A� o ǰโดยที่ǰn f(n) 
f (n)ǰ   �ǰ “พจนŤที่ǰn ǰของล ćดับǰ f ” 
ถ้ćǰ f (n)� ǰ �ǰ f ǰเปŨนล ćดับของจ ćนวนจรงิ 
ถ้ćǰ f (n)� ǰ �ǰ f ǰเปŨนล ćดับของจ ćนวนเชงิซ้อน 

 
ให้ǰǰ f ǰเปŨนล ćดับของจ ćนวนจริงǰǰเรćเขียนǰ f ǰเปŨนเซตของคู่อนัดับดังนี้ 
  f { (n, f (n)) : n 1,  2,  3, }   

และเขียนแทนล ćดับǰ f ǰในรูป  

n n 1 n 1 2 3f {a } {a } a ,  a ,  a ,  f
     

เช่นǰ n 1 2 3{2 } 2 ,2 ,2 , 2,4,8,   
 

n n i i{a } {b }  a b , i � �  ��  

 
โดยทั่วไปเรćมักจะนิยćมล ćดับโดยกćรบอกพจน์ที่ǰn ǰของล ćดับ 
 



 

 

ตัวอย่ćงǰ4.1.1 (หน้ćǰ202) 
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4.1.1 ลิมิตของล ćดบั 

บทนิยćมǰ4.1.2  ให้ǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับและǰL� ǰ 

เรียกǰLǰว่ćลิมิตของล ćดับǰ n{a }ǰ � ǰ 0�H! , N� � ǰซึ่งǰǰǰǰǰ 

ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ na L� � Hǰǰส ćหรับǰǰ n : n N� !  

เขียนแทนด้วยǰ n
n
lim a L
of

  

ถ้ćไม่มีǰL� ǰǰที่ท ćให้ǰ n
n
lim a L
of

 ǰแล้วล ćดับǰ n{a }ǰไม่มีลิมิตหรือ

ลิมิตของล ćดับǰ n{a }ǰหćค่ćไม่ได้ 

 

บทนิยćมǰ4.1.3  
¾ n{a }ǰเปŨนล ćดับลู่เข้ćǰ(Converge sequence)ǰ 

ǰǰǰǰǰǰǰ� ǰ L� � , n
n
lim a L
of

  

และกล่ćวว่ćǰ n{a }ǰลู่เข้ćสู่ค่ćǰLǰ 
¾ n{a }ǰเปŨนล ćดับลู่ออกǰ(Divergeǰsequence)ǰ 

ǰǰǰǰǰǰǰ� ǰ n{a }ǰไม่มีลิมิตหรือลิมิตของล ćดับǰ n{a }หćค่ćไม่ได้ 

หมćยเหตุǰ4.1.3ǰǰǰ 
� ถ้ćǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับที่มีคć่บวกǰและเพิ่มขึ้นไปเรื่อยๆǰเมื่อǰnofǰǰ

แสดงว่ćǰ n{a }ǰไม่มีลิมิตǰเขียนแทนด้วยǰ n
n
lim a
of

 �f 

� ถ้ćǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับที่มีคć่ลบและลดลงไปเรื่อยๆǰǰเมื่อǰnofǰǰ 

แสดงว่ćǰ n{a }ǰไม่มีลิมิตǰเขียนแทนด้วยǰ n
n
lim a
of

 �f 



 

 

ตัวอย่ćง ก ćหนดให้ǰk เปŨนค่ćคงตัวใดǰๆǰพิจćรณćล ćดับǰ^ `k ǰ เมื่อǰǰnofǰ
แล้วǰ ok k ǰเขียนแทนด้วยǰ

of
 

n
lim k k  

วิธีท ć 
 
 
 
 
 

ตัวอย่ćงǰพิจćรณćล ćดับǰ^ `1n ǰ เมื่อǰǰnofǰแล้วǰ
1

0
n
o ǰเขียนแทนด้วยǰ

n

1
lim 0

nof
  

วิธีท ć 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

4.1.2 ทฤษฎีบทท่ีเกีย่วกับลิมิตของล ćดับ 

ทฤษฎีบทǰ4.1.1 ถ้ćǰ n 1
n
lim a L
of

 ǰและǰ n 2
n
lim a L
of

 ǰแล้วǰ 1 2L L  

ทฤษฎีบทǰ4.1.2 (หน้ćǰ205)ǰก ćหนดให้ǰ n{a }ǰและǰ n{b } ǰเปŨนล ćดับลู่เข้ćและให้ǰ
cǰเปŨนค่ćคงตัวǰโดยที่ǰ n

n
lim a A
of

 ǰและǰ n
n
lim b B
of

 ǰจะได้ว่ć 

1.ǰ
n
lim c c
of

  

2. n n
n n
lim ca c lim a cA
of of

 �   

3. n n n n
n n n
lim (a b ) lim a lim b A B
of of of

r  r  r  

4. � � � �n n n n
n n n
lim (a b ) lim a lim b A B
of of of

�  �  �  

5. 
n

nn

n n n
n

lim a
a A

lim ,
b lim b B

of
of

of

§ ·
  ¨ ¸

© ¹
 เมื่อǰB 0z  และǰ nb 0z ǰทุกค่ćǰnǰ 

6.  � �cn n
n n

c clim a lim a A
of of

  ǰ 

7.  
n

n
lim a

n

a Anlim c c cof

of
  ǰǰǰǰ8. 

1

n

n
lim c 1
of

   ถ้ćǰ c 0!  

9.  n

n
lim c 0
of

  ǰǰǰǰǰถ้ćǰ c 1� ǰǰ 

10. n

n
lim c
of

 fถ้ćǰ c 1!  

 



 

 

ตัวอย่ćง จงหćลิมิตของล ćดับต่อไปนี้ǰ(ถ้ćมี)ǰ 
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3 8n
lim

n 13n
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n n 1
lim
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n n n

n n n
n

2 10 5 9 3
lim
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7. 
� �

�of

�
�

n 2 n 2

n 1 n
n

7 4
lim

7 3
 

วิธีท ć 
 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

ทฤษฎีบทǰ4.1.3 [ฟŦงกŤชันต่อเนื่องส ćหรับล ćดับ] 
ก ćหนดให้ǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับของจ ćนวนจริง 
ถ้ćǰ n

n
lim a L
of

  และǰf เปŨนฟังก์ชันต่อเนื่องที่จุดǰL ซึ่งนิยćมที่ทุกค่ćǰ na  

แล้วǰ � �n n
n n
lim f (a ) f lim a f (L)
of of

   

 

ตัวอย่ćงǰ4.1.4 (หน้ćǰ205;ǰฝćก)ǰจงแสดงว่ćǰ
n

n 1
lim 1

nof

�   

วิธีท ć 

ตัวอย่ćงǰจงหćค่ćของǰ
�

of

n 1
n

n
lim e  

วิธีท ć 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



 

 

*ทฤษฎีบทǰ4.1.4 ǰถ้ćǰ
x

lim f (x) L
o�f

 ǰและǰ na f(n),  n 1,2,3,  ǰ 

ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰแล้วǰ n
n
lim a L
of

  

ตัวอย่ćงǰ4.1.7 (หน้ćǰ206; ฝćก)ǰจงหćค่ćของǰ
n

n

2
lim

5nof
 

ตัวอย่ćงǰจงหćค่ćของǰ
ofn

n
lim

ln(n)
 

วิธีท ć 
 
 
 
 
 
 
 

ตัวอย่ćงǰจงหćค่ćของǰ
of

ne

n
n

e
lim

e
 

วิธีท ć 
 
 
 
 
 
 



 

 

ตัวอย่ćงǰจงหćค่ćของǰ
ofn

ln(ln(n))
lim

n
 

วิธีท ć 
 
 
 
 
 
 
 
 

ตัวอย่ćงǰจงหćค่ćของǰ
of

�
1
n

1n n

e 1
lim  

วิธีท ć 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 
 
 
 

ตัวอย่ćงǰจงหćค่ćของǰ
of

§ ·¨ ¸�© ¹
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n
lim

n 1
 

วิธีท ć 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

*ทฤษฎีบทǰ4.1.5ǰ[The Sandwich Theorem for Infinite Sequences] 

ให้ǰǰ n n{a },  {b } ǰและǰ n{c }ǰเปŨนล ćดับซึ่งǰ N �� � ซึ่งǰ 

n n na b cd d ǰǰทุกค่ćǰn N!   

ถ้ćǰǰ n n
n n
lim a lim c L
of of

    แล้วǰ n
n
lim b L
of

  

 

ตัวอย่ćงǰ4.1.13 (หน้ćǰ210; ฝćก)ǰจงหćค่ćǰǰ
n

sinn
lim

nof
 

วิธีท ć 

ตัวอย่ćงǰจงหćค่ćǰǰ
ofn

cosn
lim

n
 

วิธีท ć 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

ตัวอย่ćงǰจงหćค่ćǰǰ �

of

n

n
lim 2  

วิธีท ć 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

ทฤษฎีบทǰ 

ให้ǰǰ n n{a },  {b } ǰเปŨนล ćดับซึ่งǰ N �� � ซึ่งǰ dn na b ǰǰทุกค่ćǰn N!   

ถ้ćǰǰ
of

 �fn
n
lim a   แล้วǰ

of
 �fn

n
lim b  

ถ้ćǰǰ
of

 �fn
n
lim b   แล้วǰ

of
 �fn

n
lim a  

ตัวอย่ćงǰจงหćค่ćǰǰ
of

�2

n
lim n (2 sinn)  

วิธีท ć 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

บทแทรกǰ4.1.1 (หน้ćǰ208) ให้ǰnǰเปŨนจ ćนวนเต็มบวกǰและǰcǰเปŨนค่ćคงตัวที่
เปŨนจ ćนวนบวกǰ (c 0)!  

n
1

n

n

lnn
1. lim 0

n

2. lim n 1

of

of

 

 
 

c
n

1
3. lim 0

nof
 ǰ 

n
c

n

c
4. lim 1 e

nof

§ ·�  ¨ ¸© ¹
ǰ 

ǰǰǰǰǰǰǰ5.ǰǰถ้ćǰ n
n
lim a 0
of

 ǰแล้วǰ n
n
lim a 0
of

  

 

ตัวอย่ćงǰ4.1.9 (หน้ćǰ208; ฝćก)ǰจงหćค่ćลิมิตของล ćดับǰ^ `2n

5n 3�
 

ตัวอย่ćงǰ4.1.11 (หน้ćǰ209; ฝćก)ǰจงหćค่ćǰ
n

n1
lim 1

2nof
ª º�« »¬ ¼

 

ตัวอย่ćง 4.1.12 (หน้ćǰ209; ฝćก) จงหćค่ćǰ
2

n

n
lim sin

2n 1 nof

S§ ·� ¨ ¸� © ¹
 



 

 

ตัวอย่ćง 4.1.14 (หน้ćǰ210)ǰจงพิจćรณćว่ćล ćดับต่อไปนี้เปŨนล ćดับลู่เข้ćหรือไม่ 

1. 
2n 1

3n 2

­ ½�
® ¾�¯ ¿

   2.  
n1 ( 1)

2

­ ½� �
® ¾
¯ ¿

  

3.  
n( 1)

n

­ ½�
® ¾
¯ ¿

   4. ^ `2n 2n n� �  

วิธีท ć



 

 

ตัวอย่ćงǰจงหćค่ćลิมิตของล ćดับǰ
43n 2

5n 1

­ ½�° °§ ·¨ ¸® ¾�© ¹° °¯ ¿
 

วิธีท ć 



 

 

 
 ตัวอย่ćงǰก ćหนดให้ǰ 

   
3

n

3

sin(n ), 1 n 60

n
a , n 61

n 5

n 1, n 62

S d d­
°
°  ® �°
° � t¯

 

จงพิจćรณćว่ćล ćดับ n{a }ǰเปŨนล ćดับลู่เข้ćหรือล ćดับลู่ออก 

วิธีท ć



 

 

พิจćรณćล ćดับ  
   1 2 3 na ,  a ,  a , ,  a ,  

ถ้ćเรćเลือกพจน์จćกǰ na ǰมćเพียงบćงพจน์ǰเช่น 
   4 9 16 21a ,  a ,  a ,  a ,  

และก ćหนดให้ǰ 1 4 2 9 3 16 4 21b a ,  b a ,  b a ,  b a ,     

เรćจะได้ว่ćǰ 1 4 2 9 3 16b a ,  b a ,  b a ,   ǰ 

4 21b a , ǰก็เปŨนล ćดับซึ่งได้จćกǰ n{a }ǰǰเรียกǰǰ n{b } ǰว่ćล ćดับย่อยของǰǰ

n{a }เขียนเปŨนนิยćมได้ดังนี้ 

บทนิยćมǰ4.1.4ǰให้ǰ n{a }เปŨนล ćดับของจ ćนวนจริง   
 สร้ćงล ćดับǰ k{n } โดยที่ǰ kn � ǰและǰ 1 2 3n n n� � �  

ก ćหนดให้ǰ
kk nb a ǰจะได้ว่ćǰ k{b }ǰเปŨนล ćดับที่ǰ

kk nb a ǰ 

และเรียกǰ k{b }ǰว่ćเปŨนล ćดับย่อยǰ(subsequence)ǰของǰ n{a } 

 

ทฤษฎีบทǰ4.1.6ǰให้ǰ n{a }เปŨนล ćดับซึ่งǰ n
n
lim a L
of

 ǰโดยที่ǰL� ǰ 

แล้วǰทุกล ćดับย่อยǰ n{b } ǰของǰ n{a } มีลิมิตเปŨนǰLǰด้วย 

 

**หมćยเหตุǰ4.1.3 ǰจćกทฤษฎีบท 4.1.6ǰเรćได้ว่ć 
1. ถ้ćǰ n{a }ǰมีล ćดับย่อยที่ลู่ออกǰแล้วǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับลู่ออก 

2. ถ้ćǰ n{a }ǰมีล ćดับย่อยǰ2ǰล ćดับซึ่งมีลิมิตต่ćงกันǰ 
ǰǰǰǰแล้วǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับลู่ออก 

 
 



 

 

ตัวอย่ćงǰ4.1.18 (หน้ćǰ213;ฝćก)ǰ 

จงตรวจสอบว่ćล ćดับǰ
2

n 1 n
( 1)

2n 1
�­ ½

� �® ¾�¯ ¿
ǰǰเปŨนล ćดับลู่เข้ćหรือลู่ออก 

ตัวอย่ćงǰจงตรวจสอบว่ćล ćดับǰ � �^ `� S
�
n

cos n
n 1

ǰเปŨนล ćดับลูเ่ข้ćหรือลู่ออก 

วิธีท ć 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

4.1.3 ล ćดับทćงเดียวǰ(Monotonic Sequences) 

บทนิยćมǰ4.1.5 
¾ n{a }ǰเปŨนล ćดับไม่ลดǰ(Non-decreasing Sequence)ǰ

ก็ต่อเมื่อǰ n n 1a a �d ǰ n 1,2,3,�  ǰ 

¾ n{a }ǰว่ćเปŨนล ćดับไม่เพิ่มǰ(Non-increasing 

Sequence)ǰก็ต่อเมื่อǰ n n 1a a �t ǰ n 1,2,3,�  ǰ   

¾ n{a }ǰเปŨนล ćดับทćงเดียวǰ(Monotonic Sequence) 

ถ้ćǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับไม่ลดหรือล ćดับไม่เพิ่ม 

 
ตัวอย่ćงǰจงตรวจสอบว่ćล ćดับต่อไปนี้เป้นล ćดับทćงเดียวหรือไม่ 
1. {3n} ǰ 
 
 
 
 
 
 

2.ǰ^ `�
1

n 1
   



 

 

3.ǰ
n( 1)

n

­ ½�
® ¾
¯ ¿

 

 
 
 
 
 
 
 
4.ǰǰล ćดับǰ {c} , เมื่อǰcǰเปŨนค่ćคงตัว 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

กćรตรวจสอบว่ćล ćดับเปŨนล ćดับไม่ลดหรือล ćดับไม่เพิ่มǰ 

ท ćได้ดังนี ้
(1.)ǰǰǰพิจćรณćǰ n 1 na a� �  

   1.1) ǰถ้ćǰ n 1 na a 0� � t ǰแล้วแสดงว่ćǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับไม่ลด 

   1.2)ǰǰถ้ćǰ n 1 na a 0� � d ǰแล้วแสดงว่ćǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับไม่เพิ่มǰ      
(2.)   ถ้ćǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับที่ǰ na 0! ǰทุกค่ćǰǰn 1,2,3, ǰ 

ǰǰǰǰแล้วǰพิจćรณćอัตรćส่วนǰ n 1

n

a

a
�  

 2.1)  ถ้ćǰ n 1

n

a
1

a
� t ǰทุกค่ćǰǰn 1,2,3, ǰ 

ǰǰǰǰǰǰǰ แล้วǰǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับไม่ลด 

 2.2) ถ้ćǰ n 1

n

a
1

a
� d ǰǰ n 1,2,3,�   

  แล้วǰǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับไม่เพิ่ม 

 



 

 

ตัวอย่ćง จงพิจćรณćว่ćล ćดับต่อไปนี้เปŨนล ćดับไม่ลดหรือล ćดับไม่เพิ่ม 

 1. ǰ^ `�
n

n 1
     2.  ^ `2

1
2

n
�  

 3.ǰ^ `1 2 3 n

1 3 5 (2n 1)

� �
� � �

 

วิธีท ć 

 



 

 

 

กćรตรวจสอบว่ćล ćดับเปŨนล ćดับไม่ลดหรือล ćดับไม่เพิ่มǰ(ต่อ) 
(3) ส ćหรับล ćดับǰ n{a }ซึง่ǰ na 0! ǰทุกค่ćǰǰn 1,2,3,   

ให้ǰ f (x) ǰเปŨนฟังก์ชันที่สćมćรถหćอนุพันธ์ได้ทุกค่ćǰǰx 1t ǰ 
และǰ nf (n) a ǰทุกค่ćǰǰn 1,  2,  3,    

3.1) ถ้ćǰ f (x) 0c d ǰǰทุกค่ćǰǰx 1t ǰแล้วǰǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับไม่เพิ่ม 

3.2) ถ้ćǰ f (x) 0c t ǰǰทุกค่ćǰǰx 1t ǰแล้วǰǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับไม่ลด 

 

ตัวอย่ćงǰพิจćรณćล ćดับǰ ^ `n
n

{a }
2n 1

 
�

ǰ 

ให้ǰ
x

f (x)
2x 1

 
�

ǰซึ่งǰ nf (n) a ǰทุกค่ćǰǰn 1,2,3,   

และǰ 2 2

(2x 1)(1) (x)(2) 1
f (x) 0

(2x 1) (2x 1)

� � �c   d
� �

ǰทุกǰx 1t ǰ 

ดังนั้นǰǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับไม่เพิ่ม 

 
ตัวอย่ćง จงพิจćรณćว่ćล ćดับǰ^ `�ln(n 1)  เปŨนล ćดับไม่ลดหรือล ćดับไม่เพิ่ม 
วิธีท ć 



 

 

4.1.4ǰล ćดับที่มีขอบเขตǰ(Bounded Sequence) 

บทนิยćมǰ4.1.6 ให้ǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับของจ ćนวนจริงǰ 

ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰและǰ * *A, A ,B, B �  

x A  ǰเปŨนขอบเขตบนǰ(Upper Bound)ǰของǰ n{a }ǰ 
 � na Ad ǰ , n� � ǰ 

x *A ǰเปŨนขอบเขตบนทีม่ีค่ćน้อยที่สุดǰ(Least Upper Bound)ǰ 
 ของǰ n{a }ǰ� A * เปŨนขอบเขตบนของ n{a }ǰ 
 และǰA * ǰมีค่ćน้อยกว่ćหรือเท่ćกับขอบเขตบนทุกตัวของǰ n{a } 

x B ǰเปŨนขอบเขตล่ćงǰ(Lower Bound)ǰของǰ n{a }ǰ 
 � ǰ na Bt ǰǰ , n� � ǰ 

x *B ǰเปŨนขอบเขตล่ćงทีม่ีค่ćมćกที่สุดǰ(Greatest Lower Bound)ǰ
ของǰ n{a }ǰ�B * เปŨนขอบเขตล่ćงของ n{a }ǰ 

ǰǰǰǰและǰB *ǰมีค่ćมćกǰกว่ćหรือเท่ćกับขอบเขตล่ćงทุกตัวของǰ n{a } 

x n{a } เปŨนǰล ćดับที่มีขอบเขตǰ(Bounded)ǰ 

 � ǰ n{a }ǰมีทั้งขอบเขตบนและขอบเขตล่ćง 
 

 



 

 

ตัวอย่ćงǰ4.1.21 (หน้ćǰ215) 

1. n{( 1) } 1,  1,  1,  1,  �  � �  
 
 
 
 
2. ^ `2n 2,  4,  6,    
 
 
 

3. 
n( 1) 1 1 1 1 1

1,  ,  ,  ,  ,  , 
n 2 3 4 5 6

­ ½� � � �® ¾
¯ ¿

 

 

 

 



 

 

 

สมบัติǰ4.1.1 [สมบัติของควćมบริบูรณŤ] 
ให้ǰS เปŨนเซตย่อยของเซตของจ ćนวนจริงซึ่งไม่เปŨนเซตว่ćง 

1. ถ้ćǰS มีขอบเขตบนǰแล้วǰS จะมีขอบเขตบนที่มีค่ćน้อยที่สุด 
2. ถ้ćǰS มีขอบเขตล่ćงǰแล้วǰS มีขอบเขตล่ćงที่มีค่ćมćกที่สุด 

 

ทฤษฎีบทǰ4.1.7ǰǰǰǰถ้ćǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับที่ลู่เข้ć 
ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰแล้วǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับที่มีขอบเขต 

 
ข้อสังเกตǰ4.1.1 
1. จćกทฤษฎีบทǰ4.1.7ǰถ้ćǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับที่ไม่มีขอบเขตǰแล้วǰ n{a }ǰ
เปŨนล ćดับที่ลู่ออก 
2. บทกลับของทฤษฎีบทǰ4.1.13ǰไม่เปŨนจริงǰ 
ǰǰǰǰนั่นคือǰล ćดับที่มีขอบเขตไม่จ ćเปŨนต้องเปŨนล ćดับลู่เข้ćเสมอไปǰǰ 

    เช่นǰǰ n{( 1) }� ǰมีขอบเขตแต่เปŨนล ćดับลู่ออก 

 

ทฤษฎีบทǰ4.1.8 ถ้ćǰ n{a }ǰจะเปŨนล ćดับทćงเดียวที่มีขอบเขต 

แล้วǰ n{a }ǰจะเปŨนล ćดับที่ลู่เข้ć 

 



 

 

 

หมćยเหตุǰ4.1.16 ผลจćกทฤษฎีบทǰ4.1.8ǰได้ว่ć 
ถ้ćǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับไม่ลดǰ(หรือล ćดับไม่เพิ่ม)ǰและǰมีขอบเขตบนǰ 
แล้วǰ n

n
lim a
of

ǰจะเท่ćกับค่ćขอบเขตบนที่มคี่ćนอ้ยที่สุดǰ(หรือขอบเขต

ล่ćงที่มีค่ćมćกที่สุด)ǰของǰ n{a } 

ตัวอย่ćงǰ4.1.23 (หน้ćǰ217)ǰจงพิสูจน์ว่ćล ćดับǰ
n2

n!

­ ½
® ¾
¯ ¿

ǰมีลิมิต 

วิธีท ć ให้ǰ
n

n
2

a
n!

  

พิจćรณćǰ
n 1

n 1
n

n

a 2 n! 2
0

a (n 1) ! n 12

�
�  �  !

� �
ǰทุกǰn 1,2,3,  

นั่นคือǰ
n2

n!

­ ½
® ¾
¯ ¿

ǰเปŨนล ćดับไม่เพิ่มǰดังนั้นǰ
n2

n!

­ ½
® ¾
¯ ¿

ǰเปŨนล ćดับทćงเดียว 

และǰ n 10 a a 2d d  ǰทุกǰn 1,2,3,  

นั่นคือǰ
n2

n!

­ ½
® ¾
¯ ¿

ǰเปŨนล ćดับที่มีขอบเขต 

โดยทฤษฎีบทǰ4.1.8ǰได้ว่ćǰ
n2

n!

­ ½
® ¾
¯ ¿

ǰเปŨนล ćดับลู่เข้ć 

 
 
 



 

 

4.2ǰอนุกรมอนันตŤ (Infinite Series) 
 

บทนิยćมǰ4.2.1ǰถ้ćǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับแล้วจะเรียกผลบวกในรูปǰǰ 

1 2 3 na a a a� � � � �  

ว่ćอนุกรมอนันตŤǰ(Infinite Series)ǰหรือǰอนุกรม เขียนแทนด้วย 

ǰ n
n 1

a
f

 
¦  หรือ ǰ na¦ ǰ 

และเรียกǰ na ǰแต่ละจ ćนวนว่ćǰพจนŤที่ǰnǰของอนุกรม 

 เนื่องจćกมีเพียงผลบวกของพจน์เปŨนจ ćนวนจ ćกัดเท่ćนั้นที่สćมćรถหćได้
โดยกćรบวกแบบพีชคณิตธรรมดćǰเรćจึงจ ćเปŨนจะต้องให้นิยćมของผลบวกของ
อนุกรมǰ 

ผลบวกย่อยที่ǰn ǰ(nth partial sum) ของอนุกรมǰเขียนแทนด้วยǰ nS ǰ

หมćยถึง      n 1 2 3 nS a a a a � � � �  

ดังนั้น ǰǰǰǰǰ 1 1S a  
  ǰǰǰǰǰ 2 1 2S a a �  
  ǰǰǰǰǰ 3 1 2 3S a a a � �  

เปŨนเช่นนี้ไปเรื่อยǰๆǰเรćจะเรียกล ćดับ 
  1 2 3 nS ,  S ,  S , ,  S ,  

ว่ćล ćดับของผลบวกย่อยǰ(sequence of partial sum)ǰǰซึ่งจะมีควćมสัมพันธ์
กับอนุกรมǰǰดังบทนิยćมต่อไปนี้ 
 
 
 



 

 

บทนิยćมǰ4.2.2ǰส ćหรับอนุกรม 

n 1 2 3 na a a a a � � � � �¦  

ǰǰǰǰǰมีล ćดับของผลบวกย่อยǰ^ `nS ǰ 

x ถ้ćǰมีจ ćนวนจริงǰS ซึ่งǰ n
n
lim S S
of

 ǰ 

แล้วǰอนุกรมǰ na¦ ǰลู่เข้ćǰ(converge)ǰ 

และเรียกǰ na¦ ǰว่ćอนุกรมลู่เข้ćǰ(convergent series) 

x ถ้ćǰไม่มีจ ćนวนจริงǰS ซึ่งǰ n
n
lim S S
of

   

แล้วǰอนุกรมǰ na¦ ǰลู่ออกǰ(diverge)ǰ 

และǰเรียกǰ na¦ ǰว่ćอนุกรมลู่ออกǰ(divergent series)ǰ 

x ถ้ćǰ na¦ ǰลู่เข้ćและǰ n
n
lim S S
of

 ǰ 

แล้วǰเรียกǰSǰว่ćผลบวกของอนุกรมǰ 
และเขียนแทนด้วยǰǰ na S ¦  

x ส ćหรับอนุกรมลู่ออกเรćจะกล่ćวว่ćอนุกรมไม่มีผลบวก 

 

หมćยเหตุǰǰสัญลักษณ์ของอนุกรมอนันต์อćจเปŨนแบบอื่น

นอกเหนือจćกǰ n
n 1

a
f

 
¦ ǰเช่นǰ n

n 0

a
f

 
¦ ǰหรือǰǰ n

n 2

a
f

 
¦ ǰ 

ดังตัวอย่ćงต่อไปนี้ 

 
 



 

 

ตัวอย่ćงǰ4.2.1 (หน้ćǰ220)ǰจงกระจćยอนุกรมต่อไปนี้ 

1.ǰ
n 1

1

n

f

 
 ¦ ǰǰǰǰǰǰǰǰǰ 

 
 
 

2.ǰ
n 0

1

n 1

f

 
 

�¦ ǰǰǰǰǰǰ ǰ 

ǰǰ 
 
 

3.ǰ 2
n 2

lnn

n

f

 
 ¦ ǰǰǰǰǰǰǰ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

ตัวอย่ćงǰ4.2.2 (หน้ćǰ220;ฝćก)ǰจงแสดงว่ćอนุกรมǰ
n 1

1

n(n 1)

f

 �¦ ǰ 

เปŨนอนุกรมลู่เข้ćǰพร้อมทั้งหćผลบวกของอนุกรม 

ตัวอย่ćงǰ4.2.3 (หน้ćǰ220;ฝćก)ǰจงพิสูจน์ว่ćǰ
n 1

cos(n )
f

 
S¦ ǰลู่ออกǰ 

ตัวอย่ćงǰ4.2.4 (หน้ćǰ221;ฝćก)ǰจงพิจćรณćอนุกรมต่อไปนี้ว่ćเปŨนอนุกรม
ลู่เข้ćหรือไม่ǰถ้ćเปŨนอนุกรมลู่เข้ćให้หćผลบวก 

 1.ǰ n
n 1

1

2

f

 
¦ ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ 

ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ2.ǰ n 1

n 1

( 1)
f

�

 
�¦    

ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ3.ǰ
n 1

n
f

 
¦  

 
 
 
 
 
 
 



 

 

ตัวอย่ćงǰจงตรวจสอบว่ćอนุกรมǰ
f

 �¦
n 2

1

n(n 1)
ǰเปŨนอนุกรมลู่เข้ćหรือลู่ออกǰ 

ถ้ćลู่เข้ćจงหćผลบวกของอนุกรม 
วิธีท ć 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

ทฤษฎีบทǰ4.2.1 ถ้ćǰ na¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่เข้ćǰแล้วǰ n
n
lim a 0
of

  

 

*ข้อสังเกตǰ4.2.1ǰบทกลับของทฤษฎบีทǰ4.2.1 ไม่จริงǰ 

นั่นคือǰถ้ćǰ n
n
lim a 0
of

 ǰแล้วǰ na¦ ǰอćจจะเปŨนอนุกรมลู่เข้ć

หรือลู่ออกก็ได้ǰ 

เช่นǰ 2

1

n
¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่เข้ć และǰ 

1

n
¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่ออก 

ทั้งที่อนุกรมทั้งสองมีǰǰ n
n
lim a 0
of

  

  

บทแทรกǰ4.2.1ǰ[กćรทดสอบกćรลู่ออกของอนุกรมǰ 
ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ(Test for divergence)] 

ถ้ćǰ n
n
lim a 0
of

z ǰแล้วǰ na¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่ออก 

  

ตัวอย่ćงǰ4.2.5 (หน้ćǰ222)ǰจงทดสอบกćรลู่เข้ć-ลู่ออกของอนุกรมต่อไปนี้ 

 1.ǰ
2

2
n 1

n 1

n

f

 

�¦ ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ 2.ǰ � �n 1

n 1

1 3
f

�

 
� �¦    

 3.ǰ
n 1

n

2n 1

f

 �¦   4.ǰ

n

n 1

n 1

n

f

 

�§ ·¨ ¸© ¹¦  

 
 



 

 

วิธีท ć 
 



 

 

 

ทฤษฎีบทǰ4.2.2 ให้ǰ^ `nS ǰเปŨนล ćดับของผลบวกย่อยของǰ na¦ ǰ

ซึ่งเปŨนอนุกรมลู่เข้ć 
จะได้ว่ćǰส ćหรับǰ 0H! ǰใดǰๆǰที่ก ćหนดให้ǰจะมีจ ćนวนจริงบวกǰN ǰ
ซึ่งท ćให้ǰ R TS S� �Hǰ  เมื่อǰR N! ǰและǰT N! ǰ 

 

ตัวอย่ćงǰ4.2.6ǰ(หน้ćǰ223)ǰ 

อนุกรมฮćรŤมอนิกǰ
n 1

1

n

f

 
¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่ออก 

 

บทนิยćมǰ4.2.3 อนุกรมเรขćคณิตǰ(Geometric Series)ǰ 
คือǰอนุกรมที่เขียนได้ในรูป 

 n 1 2 n 1

n 1

ar a ar ar ar
f

� �

 
 � � � � �¦  

เมื่อǰ a 0z ǰเปŨนตัวคงตัวǰและǰ r ǰเปŨนอัตรćส่วนร่วม 

วิธีหćผลบวกย่อยที่ǰn ǰของอนุกรมเรขćคณิตท ćได้ดังต่อไปนี้ 

จćก ǰ        2 n 1
nS a ar ar ar � � � � �  

และ ǰǰǰǰǰǰǰǰ 2 3 n 1 n
nrS ar ar ar ar ar� � � � � �  

ดังนั้น ǰ n
n nS rS a ar�  �  

ส ćหรับǰr 1z ǰจะได้ǰǰǰǰ
n

n
a(1 r )

S
1 r

� 
�

   



 

 

ทฤษฎีบทǰ4.2.3 อนุกรมเรขćคณิตǰ n 1

n 1

ar
f

�

 
¦ ǰ 

1. อนุกรมลู่เข้ćเมื่อǰǰ r 1� ǰและมีผลบวกเปŨนǰ
a

1 r�
  

ǰǰǰ2.ǰอนุกรมลู่ออกเมื่อǰǰ r 1t ǰ 

 
ตัวอย่ćงǰจงแสดงว่ćอนุกรมǰ 

  � � � � �2 3 n

1 1 1 1

3 3 3 3
ǰ 

ลู่เข้ćและหćผลบวกของอนุกรมǰ 

วิธีท ć



 

 

ตัวอย่ćง ก ćหนดอนุกรมǰ 

 �� � � � � �2 3 n 1

4 4 4 4
4

9 9 9 9
ǰ 

จงเขียนǰ nS ǰให้อยู่ในพจน์ของǰn ǰและǰถ้ćเปŨนอนุกรมลู่เข้ćจงหćผลบวกของ

อนุกรม 
วิธีท ć



 

 

ตัวอย่ćงǰจงพิจćรณćว่ćอนุกรมǰǰ
f

�

 
�¦ 2n 1 n

n 1

3 5 ǰเปŨนอนุกรมลู่เข้ćหรือลู่ออก 

วิธีท ć 



 

 

ตัวอย่ćงǰ4.2.10 (หน้ćǰ226;ฝćก)ǰจงแสดงว่ćสćมćรถเขียนทศนิยมไม่รู้จบǰ
0.535353 ǰเปŨนจ ćนวนตรรกยะǰ(rational number)ǰได้ 
ตัวอย่ćงǰจงแสดงว่ćสćมćรถเขียนทศนิยมไม่รู้จบǰ4.921921921 ǰเปŨนจ ćนวน
ตรรกยะǰ(rational number)ǰได้ 

วิธีท ć 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

ทฤษฎีบทǰ4.2.8 ถ้ćǰ na¦ ǰและǰ nb¦ ǰเปŨนอนุกรมซึ่งมีควćมแตกต่ćง

กันǰเฉพćะǰmǰพจนŤแรกǰ(นั่นคือǰ k ka b ǰถ้ćǰk m! )ǰ 

แล้วǰ na¦ ǰและ nb¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่เข้ćทั้งคู่ǰหรือǰลู่ออกทั้งคู่ 

 

ตัวอย่ćงǰจงพิจćรณćว่ćǰ
f

 �¦
n 1

1

n 100
ǰเปŨนอนุกรมลู่เข้ćหรือลู่ออก 

วิธีท ć 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

ทฤษฎีบทǰ4.2.5 ถ้ćǰ na¦ ǰและǰ nb¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่เข้ćที่มีผลบวก

เท่ćกับǰA ǰและǰB ǰตćมล ćดับแล้ว 

 1.  n n(a b )�¦  ลู่เข้ćและมีผลบวกเท่ćกับǰA B�  

 2.  ǰถ้ćǰcǰเปŨนค่ćคงตัวที่เปŨนจ ćนวนจริงǰ 
ǰǰǰǰǰ  ǰǰแล้วǰ nca¦ ǰลู่เข้ćและมีผลบวกเท่ćกับǰǰcA 

 3.  n n(a b )�¦ ǰǰลู่เข้ćและมีผลบวกเท่ćกับǰA B�  

 

ทฤษฎีบทǰ4.2.6   

 ถ้ćǰ na¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่เขć้ǰและǰ nb¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่ออกǰ 

 แล้วǰ � �n na b�¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่ออก 

 

ข้อสังเกตǰ4.2.2ǰǰ na¦ ǰและǰ nb¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่ออกทั้งคู่แล้วǰ

n n(a b )�¦ ǰอćจจะเปŨนอนุกรมลู่เข้ćǰหรือเปŨนอนุกรมลู่ออกก็ได้ 

¾ ถ้ćǰ n
1

a
n

 ǰและǰ n
1

b
n

 ǰจะได้ǰ n n
2

a b
n

�  ǰทุกค่ćǰǰ

n 1,2,3, ǰซึ่งǰ
n 1

2

n

f

 
¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่ออก 

¾ แต่ǰถ้ćǰ n
1

a
n

 ǰและǰ n
1

b
n

 � ǰจะได้ǰ n na b 0�  ǰทุกค่ćǰǰ

n 1,2,3, ǰซึ่งǰ
n 1

0
f

 
¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่เข้ć 



 

 

 
ตัวอย่ćง จงพิจćรณćกćรลู่เข้ć-ลู่ออกของอนุกรมǰถ้ćอนุกรมลู่เข้ćǰจงหćผลบวก 

1.ǰǰ
� �

f

�
 

ª º
�« »�¬ ¼

¦ n 1
n 1

7 2

n n 1 3
  2.ǰǰ

n 1 n

n 2
n 1

2 5

3

�f

�
 

ª º�
« »
¬ ¼

¦  
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4.3ǰกćรทดสอบกćรลู่เข้ćและกćรลู่ออกของอนุกรม 

เรćจะศึกษćǰ4ǰวิธีǰคือǰ 
1.  กćรทดสอบแบบปริพันธ์ǰ 
2.  กćรทดสอบแบบเปรียบเทียบǰและǰ 

กćรทดสอบแบบเปรียบเทียบลิมิต 
3. กćรทดสอบแบบอัตรćส่วน 

4. กćรทดสอบโดยกćรถอดรćกที่ǰn 

 

 
 

4..3.1ǰกćรทดสอบแบบปริพันธŤǰ(The integral test) 

ทฤษฎีบทǰ 4.3.1 [กćรทดสอบแบบปริพันธ์ǰ (The integral test)] 

ให้ǰ na¦ ǰเปŨนอนุกรมบวกǰและให้ǰ f (x) ǰเปŨนฟังก์ชันค่ćบวก 

ที่ต่อเนื่องและมีค่ćไม่เพิ่มขึ้นส ćหรับǰx 1t ǰ 

โดยที่ǰ nf (n) a ǰส ćหรับǰn 1,2,3, ǰ 

แล้วǰอนุกรมǰ na¦ ǰและǰปริพันธ์ไม่ตรงแบบǰǰ 

ǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰǰ
�f

o�f
  

 ³ ³
t

t
x 1 x 1

f (x)dx lim f (x)dx ǰ 

มีผลกćรลู่เข้ćǰ-ǰลู่ออกǰเหมือนกัน 

บทนิยćมǰ4.3.1ǰอนุกรมบวกǰ(positive series) หมćยถึงǰอนุกรมǰ

na¦ ǰซึ่งǰ na 0! ǰทุกค่ćǰn 1,2,3,  
 



 

 

หมćยเหตุǰǰถ้ćอนุกรมǰ na¦ ǰไม่ได้เริ่มต้นที่ǰn 1 ǰกćรทดสอบแบบ

ปริพันธ์ยังคงใช้ได้ǰ(เริ่มต้นที่จ ćนวนเต็มบวกǰN ใดǰๆǰก็ได้) 

นั่นคืออนุกรมǰ n
n N

a
f

 
¦ ǰและปริพันธ์ไม่ตรงแบบǰǰ 

ǰǰǰǰǰǰǰ
�f

o�f
  

 ³ ³
t

t
x N x N

f (x)dx lim f (x)dx ǰ 

มีผลกćรลู่เข้ćǰ-ǰลู่ออกเหมือนกันǰโดยข้อก ćหนดในทฤษฎีบทǰ4.3.1 ต้อง
เปŨนจริงเสมอส ćหรับǰn Nt  

 

ตัวอย่ćงǰ4.3.1 (หน้ćǰ232;ฝćก)ǰจงทดสอบว่ćอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้ć
หรือลู่ออก 

1. ǰ
n 1

1

2n 3

f

 �¦  

2. 2
n 1

1

n 4

f

 �¦  

3. n

n 1

ne
f

�

 
¦  

 
 
 



 

 

ตัวอย่ćงǰจงทดสอบว่ćอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้ćหรือลู่ออก 

1. 
f

 
¦
n 1

1

n
 

2. 
f

�

 
¦

2n

n 1

ne  

3. 
f

 
¦
n 1

1

n(lnn)(ln(lnn))
 

 
วิธีท ć 



 

 

 

บทนิยćมǰ 4.3.2 อนุกรมǰ p (p-series)ǰ คือǰ อนุกรมที่อยู่ในรูปǰ

p
n 1

1

n

f

 
¦ ǰเมื่อǰp ǰเปŨนค่ćคงตัวใดǰๆǰ 

p 1 ǰǰǰǰ�ǰǰǰǰǰเรียกǰ
n 1

1

n

f

 
¦ ǰว่ćอนุกรมฮćรŤโมนิค 

ǰ 

ทฤษฎีบทǰ4.3.2ǰอนุกรมǰpǰเปŨนอนุกรมลู่เข้ćเมื่อǰp 1! ǰ 

และเปŨนอนุกรมลู่ออกเมื่อǰp 1d  

 
ตัวอย่ćงǰ4.3.4 (หน้ćǰ234) 

1) อนุกรมǰ 4 4 4 4
n 1

1 1 1 1

n 1 2 3

f

 
 � � �¦ ǰ 

2) อนุกรมǰ 1 1 1 1
n 1 2 2 2 2

1 1 1 1

n 1 2 3

f

 
 � � �¦ ǰ 

 
 
 
 
 
 



 

 

ตัวอย่ćงǰจงทดสอบว่ćอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้ćหรือลู่ออก 

1. 
f

 
¦
n 1

1

n
 

2. 
f

 
¦ 2
n 1

1

n
 

3. 
f

�

 
¦ 1.0123

n 1

2020n  

4. 
f

 

�¦ 4
n 1

1

n n
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หมćยเหตุǰจćกกćรทดสอบแบบปริพันธ์ǰเรćไม่สćมćรถสรุปว่ćǰ
“ผลบวกของอนกุรมเท่ćกับค่ćปริพันธ์”ǰ 

นั่นคือǰโดยทั่วไปแล้วǰǰǰ n
n 1 1

a f (x)dx
ff

 
z¦ ³ ǰ 

เช่น ǰ 2
n 1

1

6n

f

 

S ¦ ǰ แต่ ǰ 2
1

1
dx 1

x

f

 ³  

 



 

 

4.3.2ǰกćรทดสอบแบบเปรียบเทียบและกćรทดสอบแบบเปรียบเทียบลิมิตǰ
(Comparison Test and Limit Comparison Test) 

 

ทฤษฎีบทǰ4.3.3ǰก ćหนดให้ǰ na¦ ǰอนุกรมบวกǰและǰ nS ǰเปŨน

ผลบวกย่อยที่ǰn ของǰ na¦  

1.ǰ ถ้ćมีจ ćนวนจริงǰM ที่ǰ nS M� ǰทุกค่ćǰn ǰแล้ว na¦ จะลู่เข้ćǰ 

ǰǰ และมีผลบวกน้อยกว่ćหรือเท่ćกับǰM ǰ 

2.ǰ ถ้ćไม่มีค่ćǰM ที่ǰ nS M� ǰทุกค่ćǰn ǰแล้วǰ na¦  ลู่ออกǰ 

 

ทฤษฎีบทǰ4.3.4 กćรทดสอบแบบเปรียบเทียบǰ 

                    (The comparison test) 

ก ćหนดให้ǰǰ na¦ ǰและǰǰ nb¦ ǰเปŨนอนุกรมบวก 

1.  ถ้ćǰ nb¦ ǰลู่เข้ćและǰ n na bd , n k� t ǰเมื่อǰk ��  

แล้วǰ na¦ ǰลู่เข้ć 

2. ถ้ćǰ nb¦ ǰลู่ออกǰและǰ n na bt , n k� t ǰเมื่อǰk ��  

ǰ แล้วǰ na¦ ǰลู่ออก 



 

 

 

ตัวอย่ćงǰ4.3.5 (หน้ćǰ236;ฝćก)ǰǰ 

จงพิจćรณćว่ćอนุกรมǰ n 1
n 1

1

3 2

f

�
 �¦ ǰǰลู่เข้ćหรือลู่ออก 

ตัวอย่ćงǰ4.3.6 (หน้ćǰ236;ฝćก)ǰ 

จงแสดงว่ćǰ
n 1

1

ln(n 1)

f

 �¦ ǰǰลู่ออก 

ตัวอย่ćงǰจงทดสอบว่ćอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้ćหรือลู่ออก 

1. 
f

 �¦ 2
n 1

1

2n n
       2. 

f

 �¦
n 1

7

2n 5
      2. 

f

 �¦ n 3
n 1

1

3 n
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ข้อสังเกตǰǰในกćรทดสอบแบบเปรียบเทียบพจน์ของอนุกรมที่เรć
ต้องกćรทดสอบจะต้องเล็กกว่ćพจน์ของอนุกรมที่ลู่เข้ćǰǰหรือใหญ่
กว่ćพจน์ของอนุกรมที่ลู่ออกǰแต่ǰถ้ćพจน์ของอนุกรมที่เรćต้องกćร
ทดสอบใหญ่กว่ćอนุกรมที่ลู่เข้ćหรือเล็กกว่ćอนุกรมที่ลู่ออกǰ 
แล้วเรćไม่สćมćรถสรุปผลจćกกćรทดสอบแบบเปรียบเทียบได้ǰ 

ตัวอย่ćงเช่น  อนุกรมǰ n
n 1

1

2 1

f

 �¦ ǰ 

x เรćไม่สćมćรถใช้อสมกćรǰ n n

1 1

2 1 2
!

�
ǰในกćรทดสอบแบบเปรียบเทียบ

ได้ǰǰเนื่องจćก n n
n 1

1
b

2

f

 
 ¦ ¦ ǰเปŨนอนุกรมเรขćคณิตซึ่งลู่เข้ćǰแต่ǰ

n na b!  

x แตǰ่เรćรู้สึกว่ćอนุกรมǰ n
n 1

1

2 1

f

 �¦ ǰน่ćจะลู่เข้ćǰเพรćะมีลักษณะคล้ćย

อนุกรมเรขćคณิตǰ

n

n
n 1 n 1

1 1

22

f f

  

§ · ¨ ¸© ¹¦ ¦ ǰ 

ซึ่งลู่เข้ćǰ 
 
 
 
 
 
 



 

 

x ส ćหรับกรณีเช่นนี้ǰเรćจะใช้กćรทดสอบอีกรูปแบบหนึ่งǰ 
คือǰกćรทดสอบแบบเปรียบเทียบลิมิต 

 

ทฤษฎีบทǰ4.3.5 กćรทดสอบแบบเปรียบเทียบลิมิตǰ 

(The limit comparison test) 

ก ćหนดǰ na¦ ǰและǰǰ nb¦ เปŨนอนุกรมบวกและǰc�  

1. ǰǰถ้ćǰ n

n n

a
lim c 0

bof
 ! ǰ 

ǰǰแล้วǰอนุกรมทั้งสองมีผลกćรลู่เข้ćǰ-ǰลู่ออกเหมือนกัน 

2. ǰǰถ้ćǰ n

n n

a
lim 0

bof
 ǰและǰ nb¦ ลู่เข้ćǰǰ 

ǰǰแล้วǰǰ na¦ ǰลู่เข้ć 

3. ǰǰถ้ćǰ n

n n

a
lim

bof
 �fǰและ nb¦ เปŨนลู่ออกǰǰ 

ǰǰแล้วǰ na¦ ǰลู่ออก 

 



 

 

 

ตัวอย่ćงǰ4.3.9 (หน้ćǰ237;ฝćก)ǰǰ 

1. จงทดสอบกćรลู่เข้ć-ลู่ออกของอนุกรมǰ n
n 1

1

2 1

f

 �¦  

2. จงทดสอบว่ćอนุกรมǰǰ
2

5
n 1

2n 3n

5 n

f

 

�

�
¦ ǰลู่เข้ćหรือลู่ออก 

3. จงทดสอบว่ćอนุกรมǰǰ 2
n 1

arctann

n

f

 
¦ ǰลู่เข้ćหรือลู่ออก 

 

ตัวอย่ćงǰจงทดสอบว่ćอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้ćหรือลู่ออก 

1. 
f

 

�
�¦ 2

n 1

3n 1

(n 1)
 

2. 
f

 �¦ n n
n 1

1

2 5
 

3. 
f

 

� �
� �¦

3 2

8 5
n 1

3n 2n 4

n n 1
 

4. 
f

 

�
�¦ 2

n 1

1 nlnn

n 5
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4.3.3ǰกćรทดสอบแบบอัตรćส่วนǰ(The ratio test) 

ทฤษฎีบทǰ4.3.6 [กćรทดสอบแบบอตัรćส่วน (The ratio test)]  

ก ćหนดให้ǰ na¦ ǰเปŨนอนุกรมบวกǰและǰL�  

1. ถ้ćǰ n 1

n n

a
lim L 1

a
�

of
 � ǰแล้วǰ na¦ ǰลู่เข้ć 

2. ถ้ćǰǰ n 1

n n

L 1a
lim

a
�

of

!­
 ® f¯

ǰǰǰแล้วǰ na¦ ǰลู่ออก 

3. ถ้ćǰ n 1

n n

a
lim 1

a
�

of
 ǰแล้วǰสรุปไม่ได้เกี่ยวกับǰ na¦  

 
ตัวอย่ćงǰ4.3.13 (หน้ćǰ240;ฝćก)ǰǰ 

จงพิจćรณćว่ćอนุกรมǰ
n

n 1

1
n

2

f

 

§ ·�¨ ¸© ¹¦ ǰǰลู่เข้ćหรือลู่ออก 

ตัวอย่ćงǰ4.3.15 (หน้ćǰ240;ฝćก)ǰǰǰ 

จงพิจćรณćว่ćอนุกรมǰ
n

n 1

n

n!

f

 
¦ ǰลู่เข้ćหรือลู่ออก 



 

 

ตัวอย่ćงǰจงทดสอบว่ćอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้ćหรือลู่ออก 

1. 
f

 
¦ n
n 1

(2n) !

5
 

2. 
f

 
¦

n

n 1

2

n!
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4.3.4 กćรทดสอบโดยกćรถอดรćกที่ǰnǰ 

ทฤษฎีบท 4.3.7 [กćรทดสอบโดยกćรถอดรćกที่ǰnǰ 

                      (The thn  Root Test)] 

ให้ǰ n
n 1

a
f

 
¦ ǰเปŨนอนุกรมซึ่งǰ na 0t ǰทุกǰn 1,2,3,  

พิจćรณć n n
n
lim a R
of

 ǰเมื่อǰRǰเปŨนจ ćนวนจริงǰจะได้ว่ć 

1.ǰǰถ้ć  R 1� ǰแล้วǰ n
n 1

a
f

 
¦ เปŨนอนุกรมลู่เข้ćǰ 

2.ǰǰถ้ćǰ n
n

n

R 1
lim a
of

!­
 ®�f¯

  แล้วǰ n
n 1

a
f

 
¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่ออก  

3.ǰǰถ้ćǰǰR 1 ǰแล้วไม่สćมćรถสรุปผลเกี่ยวกับǰ n
n 1

a
f

 
¦ ǰได้ 

 

หมćยเหตุǰทฤษฎีบทǰ4.3.7  ยังคงเปŨนจริงเมื่อแทนเงื่อนไขǰ na 0t ǰทุกǰ

n 1,2,3, ǰด้วยǰ na 0t ǰทุกǰn Nt ǰ 

เมื่อǰN เปŨนจ ćนวนเต็มบวกคงตัว 
 
 



 

 

 

ตัวอย่ćงǰ4.3.16 (หน้ćǰ242;ฝćก)ǰจงพิจćรณćกćรลู่เข้ć-ลู่ออกของ 

1. 
2

n
n 1

n

2

f

 
¦   2. 

n

2
n 1

2

n

f

 
¦   3. 

n

n 1

1

1 n

f

 

§ ·¨ ¸�© ¹¦  

 

ตัวอย่ćงǰจงทดสอบว่ćอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้ćหรือลู่ออก 

1. 
f

 

�§ ·¨ ¸�© ¹¦
n

n 1

4n 5

2n 3
 

2. 
f

 �¦ n
n 1

1

(ln(n 1))
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4.4ǰอนุกรมสลับǰ(Alternating Series) 

บทนิยćมǰ4.4.1 อนุกรมสลับ (alternating series)ǰหมćยถึงǰอนุกรม
ที่มีพจน์เปŨนบวกและลบสลับกันǰได้แก่ǰอนุกรม 

    
n

n 1 2 3( 1) a a a a�  � � � �¦  

หรือ  
n 1

n 1 2 3 4( 1) a a a a a
��  � � � �¦  

เมื่อǰ na 0! ǰทุกค่ćǰn 1,2,3, ǰ 

 

ทฤษฎีบทǰ4.4.1  
[กćรทดสอบอนุกรมสลับǰ(Leibniz’s alternating series test)] 
ถ้ćǰ n{a }ǰเปŨนล ćดับที่ǰ k k 1a a 0, k�t ! � � ǰและǰ n

n
lim a 0
of

  

แล้วǰ 
n 1

n( 1) a
��¦ ǰลู่เข้ć 

 
ข้อสังเกตǰ4.4.1ǰǰ 

1. ǰส ćหรับอนุกรมสลับในรูปǰ
n

n( 1) a�¦ ǰเรćสćมćรถพิสูจน์ได้

เช่นกันว่ćǰ 
ถ้ćǰ k k 1a a 0,  k�t ! � � ǰและǰ n

n
lim a 0
of

 ǰ 

แล้วǰǰ
n

n( 1) a�¦ ǰลู่เข้ćǰเพรćะǰ
n n 1

n n( 1) a ( 1) a
��  � �¦ ¦  

 
 



 

 

2.  ส ćหรับอนุกรมสลับǰ
n 1

n( 1) a
��¦ ǰซึ่งมีคุณสมบตัิว่ćǰ

k k 1a a 0,  k m (m )�t ! � t � ǰและǰ n
n
lim a 0
of

 ǰ 

จะได้ว่ćǰ
n 1

n( 1) a
��¦ ǰลู่เข้ć 

เพรćะǰǰǰ
m 1

n 1 n 1 n 1
n n n

n 1 n m
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�¦ ǰเปŨนอนุกรมจ ćกัดจะต้องลู่เข้ćǰ 
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�¦ ǰลู่เข้ćǰโดยทฤษฎีบทǰ4.4.1ǰ 

ดังนั้นโดยทฤษฎีบทǰ4.2.5ǰข้อǰ1.ǰได้ว่ćǰ
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n( 1) a
��¦ ǰลู่เข้ćด้วย 

3.  ส ćหรับกćรทดสอบว่ćอนุกรมสลับลู่ออกนั้นǰเรćจะใช้
ทฤษฎีบทǰ4.4.1ǰไม่ได้ต้องกลับไปใชบ้ทแทรกǰ4.2.1 

 
 



 

 

 

ตัวอย่ćงǰ4.4.1 (หน้ćǰ246;ฝćก)ǰǰจงทดสอบว่ćอนุกรมสลับǰ 
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�¦ ǰǰลู่เข้ćหรือลู่ออก 

ตัวอย่ćงǰ4.4.2 (หน้ćǰ247;ฝćก)ǰจงทดสอบว่ćอนุกรมสลับǰǰ 
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� �¦ ǰǰลู่เข้ćหรือลู่ออก 

ตัวอย่ćงǰ4.4.3 (หน้ćǰ247;ฝćก)ǰจงทดสอบว่ćอนุกรมสลับǰ 
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ตัวอย่ćงǰ4.4.4 (หน้ćǰ247;ฝćก)ǰจงทดสอบว่ćอนุกรมสลับǰ 
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ตัวอย่ćงǰจงทดสอบว่ćอนุกรมสลับต่อไปนี้ลู่เข้ćหรือลู่ออก 
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4.5ǰกćรลู่เข้ćสัมบูรณŤและกćรลู่เขć้มีเงื่อนไขǰǰǰǰ 

     (Absolute and Conditional Convergence) 
 

บทนิยćมǰ4.5.1 อนกุรมǰ n
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f
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ดังนั้นกćรลู่เข้ćสัมบูรณ์ก็คือกćรลู่เข้ćธรรมดć 
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¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่เข้ćมีเงื่อนไขǰ



 

 

(Conditional convergence)ǰ  
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¦ ǰเปŨนอนุกรมลู่ออก 

 
 

ตัวอย่ćงǰ จงตรวจสอบว่ćอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้ćสัมบูรณ์/ลูเ่ข้ćแบบมีเงื่อนไขǰ
หรือลู่ออก 
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กćรทดสอบกćรลูเ่ข้ćสัมบูรณŤ 

ทฤษฎีบทǰ4.5.2ǰ[กćรทดสอบแบบอัตรćส่วนǰ(The ratio test)] 
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ตัวอย่ćงǰ4.5.2 (หน้ćǰ250;ฝćก)ǰจงทดสอบอนุกรมต่อไปนี้ว่ćเปŨน
อนุกรมลู่เข้ćสัมบูรณ์ǰหรือǰลู่ออก 

1)ǰǰ
n

n 1

2

n!

f

 
¦  2)ǰǰ n 1

n
n 1

n
( 1)

2

f
�

 
� �¦     3)ǰ

n 1
n 1

2
n 1

3
( 1)

n 1

�f
�

 
� �

�¦  

ตัวอย่ćงǰจงทดสอบกćรลู่เข้ćของอนุกรมต่อไปนี้ 
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ทฤษฎีบท 4.5.3 [กćรทดสอบโดยกćรถอดรćกที่ǰnǰ 

                      (The thn  Root Test)] 
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ตัวอย่ćงǰ4.5.3 (หน้ćǰ250)ǰจงทดสอบอนุกรมต่อไปนี้ว่ćเปŨน 

อนุกรมลู่เข้ćสัมบูรณ์ǰหรือǰลู่ออก 
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ตัวอย่ćงǰจงทดสอบกćรลู่เข้ćของอนุกรมต่อไปนี้ 
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