
 

 

บทที่ 4 ล าดับและอนุกรม 

(Sequences and Series) 

4.1 ล าดับอนันต  
� ล าดับลู่เข้า, ล าดับลู่ออก, ล าดับทางเดียว, ล าดับมีขอบเขต 

4.2 อนุกรมอนันต 
 � อนุกรมลู่เข้า-ลู่ออก, การทดสอบการลู่ออก, อนุกรมเรขาคณิต  
4.3 การทดสอบการลู่เข้า-ลู่ออกของอนุกรม 
 4.3.1 การทดสอบแบบปริพันธ์ 
 4.3.2 การทดสอบแบบเปรียบเทียบและเปรียบเทียบลิมิต 
 4.3.3 การทดสอบแบบอัตราส่วน 
 4.3.4 การทดสอบแบบถอดรากที่ n 
4.4 อนุกรมสลับ 
 

4.6 อนุกรมก าลัง      �  หารัศมีการลู่เข้า 
4.7 อนพุันธ์และปริพันธ์ของอนุกรมก าลัง 
4.8 อนุกรมเทยเลอร  �  เปนตัวแทนของฟังก์ชัน 
 



 

 

4.1 ล าดับอนันต 

บทนิยาม 4.1.1 ให้ A �z   เราจะเรียกฟังก์ชัน f  ว่าเปนล าดับอนันต 
(Infinite series) ในเซต A หรือ เรียกสั้น ๆ ว่า ล าดับ ก็ต่อเมื่อ 

f : A� o  โดยที่ n f(n) 
f (n)    �  “พจนที่ n  ของล าดับ f ” 
ถ้า f (n)�   �  f  เปนล าดับของจ านวนจรงิ 
ถ้า f (n)�   �  f  เปนล าดับของจ านวนเชงิซ้อน 

 
ให้  f  เปนล าดับของจ านวนจริง  เราเขียน f  เปนเซตของคู่อนัดับดังนี้ 
  f { (n, f (n)) : n 1,  2,  3, }   

และเขียนแทนล าดับ f  ในรูป  

n n 1 n 1 2 3f {a } {a } a ,  a ,  a ,  f
     

เช่น n 1 2 3{2 } 2 ,2 ,2 , 2,4,8,   
 

n n i i{a } {b }  a b , i � �  ��  

 
โดยทั่วไปเรามักจะนิยามล าดับโดยการบอกพจน์ที่ n  ของล าดับ 
 



 

 

ตัวอย่าง 4.1.1 (หน้า 202) 
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4.1.1 ลิมิตของล าดบั 

บทนิยาม 4.1.2  ให้ n{a } เปนล าดับและ L�   

เรียก L ว่าลิมิตของล าดับ n{a }  �  0�H! , N� �  ซึ่ง      

                                      na L� � H  ส าหรับ  n : n N� !  

เขียนแทนด้วย n
n
lim a L
of

  

ถ้าไม่มี L�   ที่ท าให้ n
n
lim a L
of

  แล้วล าดับ n{a } ไม่มีลิมิตหรือ

ลิมิตของล าดับ n{a } หาค่าไม่ได้ 

 

บทนิยาม 4.1.3  
¾ n{a } เปนล าดับลู่เข้า (Converge sequence)  

       �  L� � , n
n
lim a L
of

  

และกล่าวว่า n{a } ลู่เข้าสู่ค่า L  
¾ n{a } เปนล าดับลู่ออก (Diverge sequence)  

       �  n{a } ไม่มีลิมิตหรือลิมิตของล าดับ n{a }หาค่าไม่ได้ 

หมายเหตุ 4.1.3    
� ถ้า n{a } เปนล าดับที่มีคา่บวก และเพิ่มขึ้นไปเรื่อยๆ เมื่อ nof  

แสดงว่า n{a } ไม่มีลิมิต เขียนแทนด้วย  n
n
lim a
of

 �f 

� ถ้า n{a } เปนล าดับที่มีคา่ลบและลดลงไปเรื่อยๆ  เมื่อ nof   

แสดงว่า n{a } ไม่มีลิมิต เขียนแทนด้วย n
n
lim a
of

 �f 



 

 

ตัวอย่าง ก าหนดให้ k เปนค่าคงตัวใด ๆ พิจารณาล าดับ ^ `k   เมื่อ  nof 
แล้ว ok k  เขียนแทนด้วย 

of
 

n
lim k k  

วิธีท า 
 
 
 
 
 

ตัวอย่าง พิจารณาล าดับ ^ `1n   เมื่อ  nof แล้ว 
1

0
n
o  เขียนแทนด้วย 

n

1
lim 0

nof
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4.1.2 ทฤษฎีบทท่ีเกีย่วกับลิมิตของล าดับ 

ทฤษฎีบท 4.1.1 ถ้า n 1
n
lim a L
of

  และ n 2
n
lim a L
of

  แล้ว 1 2L L  

ทฤษฎีบท 4.1.2 (หน้า 205) ก าหนดให้ n{a } และ n{b }  เปนล าดับลู่เข้าและให้ 
c เปนค่าคงตัว โดยที่ n

n
lim a A
of

  และ n
n
lim b B
of

  จะได้ว่า 

1. 
n
lim c c
of

  

2. n n
n n
lim ca c lim a cA
of of

 �   

3. n n n n
n n n
lim (a b ) lim a lim b A B
of of of

r  r  r  

4. � � � �n n n n
n n n
lim (a b ) lim a lim b A B
of of of

�  �  �  

5. 
n

nn

n n n
n

lim a
a A

lim ,
b lim b B

of
of

of

§ ·
  ¨ ¸

© ¹
 เมื่อ B 0z  และ nb 0z  ทุกค่า n  

6.  � �cn n
n n

c clim a lim a A
of of

    

7.  
n

n
lim a

n

a Anlim c c cof

of
      8. 

1

n

n
lim c 1
of

   ถ้า  c 0!  

9.  n

n
lim c 0
of

       ถ้า  c 1�    

10. n

n
lim c
of

 fถ้า  c 1!  

 



 

 

ตัวอย่าง จงหาลิมิตของล าดับต่อไปนี้ (ถ้ามี)  
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ทฤษฎีบท 4.1.3 [ฟงกชันต่อเนื่องส าหรับล าดับ] 
ก าหนดให้ n{a } เปนล าดับของจ านวนจริง 
ถ้า n

n
lim a L
of

  และ f เปนฟังก์ชันต่อเนื่องที่จุด L ซึ่งนิยามที่ทุกค่า na  

แล้ว � �n n
n n
lim f (a ) f lim a f (L)
of of

   

 

ตัวอย่าง 4.1.4 (หน้า 205; ฝาก) จงแสดงว่า 
n

n 1
lim 1

nof

�   
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ตัวอย่าง จงหาค่าของ 
�

of

n 1
n

n
lim e  
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*ทฤษฎีบท 4.1.4  ถ้า 
x

lim f (x) L
o�f

  และ na f(n),  n 1,2,3,    

                      แล้ว n
n
lim a L
of

  

ตัวอย่าง 4.1.7 (หน้า 206; ฝาก) จงหาค่าของ 
n

n

2
lim

5nof
 

ตัวอย่าง จงหาค่าของ 
ofn

n
lim

ln(n)
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ตัวอย่าง จงหาค่าของ 
of

ne

n
n

e
lim

e
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ตัวอย่าง จงหาค่าของ 
ofn

ln(ln(n))
lim

n
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ตัวอย่าง จงหาค่าของ 
of

�
1
n

1n n

e 1
lim  
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ตัวอย่าง จงหาค่าของ 
of

§ ·¨ ¸�© ¹
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*ทฤษฎีบท 4.1.5 [The Sandwich Theorem for Infinite Sequences] 

ให้  n n{a },  {b }  และ n{c } เปนล าดับซึ่ง N �� � ซึ่ง  

n n na b cd d   ทุกค่า n N!   

ถ้า  n n
n n
lim a lim c L
of of

    แล้ว  n
n
lim b L
of

  

 

ตัวอย่าง 4.1.13 (หน้า 210; ฝาก) จงหาค่า  
n

sinn
lim

nof
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ตัวอย่าง จงหาค่า  
ofn
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n
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ตัวอย่าง จงหาค่า  �

of

n

n
lim 2  
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ทฤษฎีบท  

ให้  n n{a },  {b }  เปนล าดับซึ่ง N �� � ซึ่ง dn na b   ทุกค่า n N!   

ถ้า  
of

 �fn
n
lim a   แล้ว 

of
 �fn

n
lim b  

ถ้า  
of

 �fn
n
lim b   แล้ว 

of
 �fn

n
lim a  

ตัวอย่าง จงหาค่า  
of

�2

n
lim n (2 sinn)  
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บทแทรก 4.1.1 (หน้า 208) ให้ n เปนจ านวนเต็มบวก และ c เปนค่าคงตัวที่
เปนจ านวนบวก (c 0)!  

n
1

n

n

lnn
1. lim 0

n

2. lim n 1

of

of

 

 
 

c
n

1
3. lim 0

nof
   

n
c

n

c
4. lim 1 e

nof

§ ·�  ¨ ¸© ¹
  

       5.  ถ้า n
n
lim a 0
of

  แล้ว n
n
lim a 0
of

  

 

ตัวอย่าง 4.1.9 (หน้า 208; ฝาก) จงหาค่าลิมิตของล าดับ ^ `2n

5n 3�
 

ตัวอย่าง 4.1.11 (หน้า 209; ฝาก) จงหาค่า 
n

n1
lim 1

2nof
ª º�« »¬ ¼

 

ตัวอย่าง 4.1.12 (หน้า 209; ฝาก) จงหาค่า 
2

n

n
lim sin

2n 1 nof

S§ ·� ¨ ¸� © ¹
 



 

 

ตัวอย่าง 4.1.14 (หน้า 210) จงพิจารณาว่าล าดับต่อไปนี้เปนล าดับลู่เข้าหรือไม่ 

1. 
2n 1

3n 2

 ½�
® ¾�¯ ¿

   2.  
n1 ( 1)

2

 ½� �
® ¾
¯ ¿

  

3.  
n( 1)

n

 ½�
® ¾
¯ ¿

   4. ^ `2n 2n n� �  
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ตัวอย่าง จงหาค่าลิมิตของล าดับ 
43n 2

5n 1

 ½�° °§ ·¨ ¸® ¾�© ¹° °¯ ¿
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 ตัวอย่าง ก าหนดให้  

   
3

n

3

sin(n ), 1 n 60

n
a , n 61

n 5

n 1, n 62

S d d
°
°  ® �°
° � t¯

 

จงพิจารณาว่าล าดับ n{a } เปนล าดับลู่เข้าหรือล าดับลู่ออก 

วิธีท า



 

 

พิจารณาล าดับ  
   1 2 3 na ,  a ,  a , ,  a ,  

ถ้าเราเลือกพจน์จาก na  มาเพียงบางพจน์ เช่น 
   4 9 16 21a ,  a ,  a ,  a ,  

และก าหนดให้ 1 4 2 9 3 16 4 21b a ,  b a ,  b a ,  b a ,     

เราจะได้ว่า 1 4 2 9 3 16b a ,  b a ,  b a ,     

4 21b a ,  ก็เปนล าดับซึ่งได้จาก n{a }  เรียก  n{b }  ว่าล าดับย่อยของ  

n{a }เขียนเปนนิยามได้ดังนี้ 

บทนิยาม 4.1.4 ให้ n{a }เปนล าดับของจ านวนจริง   
 สร้างล าดับ k{n } โดยที่ kn �  และ 1 2 3n n n� � �  

ก าหนดให้ 
kk nb a  จะได้ว่า k{b } เปนล าดับที่ 

kk nb a   

และเรียก k{b } ว่าเปนล าดับย่อย (subsequence) ของ n{a } 

 

ทฤษฎีบท 4.1.6 ให้ n{a }เปนล าดับซึ่ง n
n
lim a L
of

  โดยที่ L�   

แล้ว ทุกล าดับย่อย n{b }  ของ n{a } มีลิมิตเปน L ด้วย 

 

**หมายเหตุ 4.1.3  จากทฤษฎีบท 4.1.6 เราได้ว่า 
1. ถ้า n{a } มีล าดับย่อยที่ลู่ออก แล้ว n{a } เปนล าดับลู่ออก 

2. ถ้า n{a } มีล าดับย่อย 2 ล าดับซึ่งมีลิมิตต่างกัน  
    แล้ว n{a } เปนล าดับลู่ออก 

 
 



 

 

ตัวอย่าง 4.1.18 (หน้า 213;ฝาก)  

จงตรวจสอบว่าล าดับ 
2

n 1 n
( 1)

2n 1
� ½

� �® ¾�¯ ¿
  เปนล าดับลู่เข้าหรือลู่ออก 

ตัวอย่าง จงตรวจสอบว่าล าดับ � �^ `� S
�
n

cos n
n 1

 เปนล าดับลูเ่ข้าหรือลู่ออก 
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4.1.3 ล าดับทางเดียว (Monotonic Sequences) 

บทนิยาม 4.1.5 
¾ n{a } เปนล าดับไม่ลด (Non-decreasing Sequence) 

ก็ต่อเมื่อ n n 1a a �d  n 1,2,3,�    

¾ n{a } ว่าเปนล าดับไม่เพิ่ม (Non-increasing 

Sequence) ก็ต่อเมื่อ n n 1a a �t  n 1,2,3,�      

¾ n{a } เปนล าดับทางเดียว (Monotonic Sequence) 

ถ้า n{a } เปนล าดับไม่ลดหรือล าดับไม่เพิ่ม 

 
ตัวอย่าง จงตรวจสอบว่าล าดับต่อไปนี้เป้นล าดับทางเดียวหรือไม่ 
1. {3n}   
 
 
 
 
 
 

2. ^ `�
1

n 1
   



 

 

3. 
n( 1)

n

 ½�
® ¾
¯ ¿

 

 
 
 
 
 
 
 
4.  ล าดับ {c} , เมื่อ c เปนค่าคงตัว 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

การตรวจสอบว่าล าดับเปนล าดับไม่ลดหรือล าดับไม่เพิ่ม  

ท าได้ดังนี ้
(1.)   พิจารณา n 1 na a� �  

   1.1)  ถ้า n 1 na a 0� � t  แล้วแสดงว่า n{a } เปนล าดับไม่ลด 

   1.2)  ถ้า n 1 na a 0� � d  แล้วแสดงว่า n{a } เปนล าดับไม่เพิ่ม       
(2.)   ถ้า n{a } เปนล าดับที่ na 0!  ทุกค่า  n 1,2,3,   

    แล้ว พิจารณาอัตราส่วน n 1

n

a

a
�  

 2.1)  ถ้า n 1

n

a
1

a
� t  ทุกค่า  n 1,2,3,   

        แล้ว  n{a } เปนล าดับไม่ลด 

 2.2) ถ้า n 1

n

a
1

a
� d   n 1,2,3,�   

  แล้ว  n{a } เปนล าดับไม่เพิ่ม 

 



 

 

ตัวอย่าง จงพิจารณาว่าล าดับต่อไปนี้เปนล าดับไม่ลดหรือล าดับไม่เพิ่ม 

 1.  ^ `�
n

n 1
     2.  ^ `2

1
2

n
�  

 3. ^ `1 2 3 n

1 3 5 (2n 1)

� �
� � �
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การตรวจสอบว่าล าดับเปนล าดับไม่ลดหรือล าดับไม่เพิ่ม (ต่อ) 
(3) ส าหรับล าดับ n{a }ซึง่ na 0!  ทุกค่า  n 1,2,3,   

ให้ f (x)  เปนฟังก์ชันที่สามารถหาอนุพันธ์ได้ทุกค่า  x 1t   
และ nf (n) a  ทุกค่า  n 1,  2,  3,    

3.1) ถ้า f (x) 0c d   ทุกค่า  x 1t  แล้ว  n{a } เปนล าดับไม่เพิ่ม 

3.2) ถ้า f (x) 0c t   ทุกค่า  x 1t  แล้ว  n{a } เปนล าดับไม่ลด 

 

ตัวอย่าง พิจารณาล าดับ ^ `n
n

{a }
2n 1

 
�

  

ให้ 
x

f (x)
2x 1

 
�

 ซึ่ง nf (n) a  ทุกค่า  n 1,2,3,   

และ 2 2

(2x 1)(1) (x)(2) 1
f (x) 0

(2x 1) (2x 1)

� � �c   d
� �

 ทุก x 1t   

ดังนั้น  n{a } เปนล าดับไม่เพิ่ม 

 
ตัวอย่าง จงพิจารณาว่าล าดับ ^ `�ln(n 1)  เปนล าดับไม่ลดหรือล าดับไม่เพิ่ม 
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4.1.4 ล าดับที่มีขอบเขต (Bounded Sequence) 

บทนิยาม 4.1.6 ให้ n{a } เปนล าดับของจ านวนจริง  

                     และ * *A, A ,B, B �  

x A   เปนขอบเขตบน (Upper Bound) ของ n{a }  
 � na Ad  , n� �   

x *A  เปนขอบเขตบนทีม่ีค่าน้อยที่สุด (Least Upper Bound)  
 ของ n{a } � A * เปนขอบเขตบนของ n{a }  
 และ A *  มีค่าน้อยกว่าหรือเท่ากับขอบเขตบนทุกตัวของ n{a } 

x B  เปนขอบเขตล่าง (Lower Bound) ของ n{a }  
 �  na Bt   , n� �   

x *B  เปนขอบเขตล่างทีม่ีค่ามากที่สุด (Greatest Lower Bound) 
ของ n{a } �B * เปนขอบเขตล่างของ n{a }  

    และ B * มีค่ามาก กว่าหรือเท่ากับขอบเขตล่างทุกตัวของ n{a } 

x n{a } เปน ล าดับที่มีขอบเขต (Bounded)  

 �  n{a } มีทั้งขอบเขตบนและขอบเขตล่าง 
 

 



 

 

ตัวอย่าง 4.1.21 (หน้า 215) 

1. n{( 1) } 1,  1,  1,  1,  �  � �  
 
 
 
 
2. ^ `2n 2,  4,  6,    
 
 
 

3. 
n( 1) 1 1 1 1 1

1,  ,  ,  ,  ,  , 
n 2 3 4 5 6

 ½� � � �® ¾
¯ ¿

 

 

 

 



 

 

 

สมบัติ 4.1.1 [สมบัติของความบริบูรณ] 
ให้ S เปนเซตย่อยของเซตของจ านวนจริงซึ่งไม่เปนเซตว่าง 

1. ถ้า S มีขอบเขตบน แล้ว S จะมีขอบเขตบนที่มีค่าน้อยที่สุด 
2. ถ้า S มีขอบเขตล่าง แล้ว S มีขอบเขตล่างที่มีค่ามากที่สุด 

 

ทฤษฎีบท 4.1.7    ถ้า n{a } เปนล าดับที่ลู่เข้า 
                       แล้ว n{a } เปนล าดับที่มีขอบเขต 

 
ข้อสังเกต 4.1.1 
1. จากทฤษฎีบท 4.1.7 ถ้า n{a } เปนล าดับที่ไม่มีขอบเขต แล้ว n{a } 
เปนล าดับที่ลู่ออก 
2. บทกลับของทฤษฎีบท 4.1.13 ไม่เปนจริง  
    นั่นคือ ล าดับที่มีขอบเขตไม่จ าเปนต้องเปนล าดับลู่เข้าเสมอไป   

    เช่น  n{( 1) }�  มีขอบเขตแต่เปนล าดับลู่ออก 

 

ทฤษฎีบท 4.1.8 ถ้า n{a } จะเปนล าดับทางเดียวที่มีขอบเขต 

แล้ว n{a } จะเปนล าดับที่ลู่เข้า 

 



 

 

 

หมายเหตุ 4.1.16 ผลจากทฤษฎีบท 4.1.8 ได้ว่า 
ถ้า n{a } เปนล าดับไม่ลด (หรือล าดับไม่เพิ่ม) และ มีขอบเขตบน  
แล้ว n

n
lim a
of

 จะเท่ากับค่าขอบเขตบนที่มคี่านอ้ยที่สุด (หรือขอบเขต

ล่างที่มีค่ามากที่สุด) ของ n{a } 

ตัวอย่าง 4.1.23 (หน้า 217) จงพิสูจน์ว่าล าดับ 
n2

n!

 ½
® ¾
¯ ¿

 มีลิมิต 

วิธีท า ให้ 
n

n
2

a
n!

  

พิจารณา 
n 1

n 1
n

n

a 2 n! 2
0

a (n 1) ! n 12

�
�  �  !

� �
 ทุก n 1,2,3,  

นั่นคือ 
n2

n!

 ½
® ¾
¯ ¿

 เปนล าดับไม่เพิ่ม ดังนั้น 
n2

n!

 ½
® ¾
¯ ¿

 เปนล าดับทางเดียว 

และ n 10 a a 2d d   ทุก n 1,2,3,  

นั่นคือ 
n2

n!

 ½
® ¾
¯ ¿

 เปนล าดับที่มีขอบเขต 

โดยทฤษฎีบท 4.1.8 ได้ว่า 
n2

n!

 ½
® ¾
¯ ¿

 เปนล าดับลู่เข้า 

 
 
 



 

 

4.2 อนุกรมอนันต (Infinite Series) 
 

บทนิยาม 4.2.1 ถ้า n{a } เปนล าดับแล้วจะเรียกผลบวกในรูป   

1 2 3 na a a a� � � � �  

ว่าอนุกรมอนันต (Infinite Series) หรือ อนุกรม เขียนแทนด้วย 

 n
n 1

a
f

 
¦  หรือ  na¦   

และเรียก na  แต่ละจ านวนว่า พจนที่ n ของอนุกรม 

 เนื่องจากมีเพียงผลบวกของพจน์เปนจ านวนจ ากัดเท่านั้นที่สามารถหาได้
โดยการบวกแบบพีชคณิตธรรมดา เราจึงจ าเปนจะต้องให้นิยามของผลบวกของ
อนุกรม  

ผลบวกย่อยที่ n  (nth partial sum) ของอนุกรม เขียนแทนด้วย nS  

หมายถึง      n 1 2 3 nS a a a a � � � �  

ดังนั้น      1 1S a  
       2 1 2S a a �  
       3 1 2 3S a a a � �  

เปนเช่นนี้ไปเรื่อย ๆ เราจะเรียกล าดับ 
  1 2 3 nS ,  S ,  S , ,  S ,  

ว่าล าดับของผลบวกย่อย (sequence of partial sum)  ซึ่งจะมีความสัมพันธ์
กับอนุกรม  ดังบทนิยามต่อไปนี้ 
 
 
 



 

 

บทนิยาม 4.2.2 ส าหรับอนุกรม 

n 1 2 3 na a a a a � � � � �¦  

     มีล าดับของผลบวกย่อย ^ `nS   

x ถ้า มีจ านวนจริง S ซึ่ง n
n
lim S S
of

   

แล้ว อนุกรม na¦  ลู่เข้า (converge)  

และเรียก na¦  ว่าอนุกรมลู่เข้า (convergent series) 

x ถ้า ไม่มีจ านวนจริง S ซึ่ง n
n
lim S S
of

   

แล้ว อนุกรม na¦  ลู่ออก (diverge)  

และ เรียก na¦  ว่าอนุกรมลู่ออก (divergent series)  

x ถ้า na¦  ลู่เข้าและ n
n
lim S S
of

   

แล้ว เรียก S ว่าผลบวกของอนุกรม  
และเขียนแทนด้วย  na S ¦  

x ส าหรับอนุกรมลู่ออกเราจะกล่าวว่าอนุกรมไม่มีผลบวก 

 

หมายเหตุ  สัญลักษณ์ของอนุกรมอนันต์อาจเปนแบบอื่น

นอกเหนือจาก n
n 1

a
f

 
¦  เช่น n

n 0

a
f

 
¦  หรือ  n

n 2

a
f

 
¦   

ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

 
 



 

 

ตัวอย่าง 4.2.1 (หน้า 220) จงกระจายอนุกรมต่อไปนี้ 

1. 
n 1

1

n

f

 
 ¦           

 
 
 

2. 
n 0

1

n 1

f

 
 

�¦          

   
 
 

3. 2
n 2

lnn

n

f

 
 ¦         

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

ตัวอย่าง 4.2.2 (หน้า 220;ฝาก) จงแสดงว่าอนุกรม 
n 1

1

n(n 1)

f

 �¦   

เปนอนุกรมลู่เข้า พร้อมทั้งหาผลบวกของอนุกรม 

ตัวอย่าง 4.2.3 (หน้า 220;ฝาก) จงพิสูจน์ว่า 
n 1

cos(n )
f

 
S¦  ลู่ออก  

ตัวอย่าง 4.2.4 (หน้า 221;ฝาก) จงพิจารณาอนุกรมต่อไปนี้ว่าเปนอนุกรม
ลู่เข้าหรือไม่ ถ้าเปนอนุกรมลู่เข้าให้หาผลบวก 

 1. n
n 1

1

2

f

 
¦              

           2. n 1

n 1

( 1)
f

�

 
�¦    

           3. 
n 1

n
f

 
¦  

 
 
 
 
 
 
 



 

 

ตัวอย่าง จงตรวจสอบว่าอนุกรม 
f

 �¦
n 2

1

n(n 1)
 เปนอนุกรมลู่เข้าหรือลู่ออก  

ถ้าลู่เข้าจงหาผลบวกของอนุกรม 
วิธีท า 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

ทฤษฎีบท 4.2.1 ถ้า na¦  เปนอนุกรมลู่เข้า แล้ว n
n
lim a 0
of

  

 

*ข้อสังเกต 4.2.1 บทกลับของทฤษฎบีท 4.2.1 ไม่จริง  

นั่นคือ ถ้า n
n
lim a 0
of

  แล้ว na¦  อาจจะเปนอนุกรมลู่เข้า

หรือลู่ออกก็ได้  

เช่น  2

1

n
¦  เปนอนุกรมลู่เข้า และ  

1

n
¦  เปนอนุกรมลู่ออก 

ทั้งที่อนุกรมทั้งสองมี  n
n
lim a 0
of

  

  

บทแทรก 4.2.1 [การทดสอบการลู่ออกของอนุกรม  
                      (Test for divergence)] 

ถ้า n
n
lim a 0
of

z  แล้ว na¦  เปนอนุกรมลู่ออก 

  

ตัวอย่าง 4.2.5 (หน้า 222) จงทดสอบการลู่เข้า-ลู่ออกของอนุกรมต่อไปนี้ 

 1. 
2

2
n 1

n 1

n

f

 

�¦            2. � �n 1

n 1

1 3
f

�

 
� �¦    

 3. 
n 1

n

2n 1

f

 �¦   4. 

n

n 1

n 1

n

f

 

�§ ·¨ ¸© ¹¦  

 
 



 

 

วิธีท า 
 



 

 

 

ทฤษฎีบท 4.2.2 ให้ ^ `nS  เปนล าดับของผลบวกย่อยของ na¦  

ซึ่งเปนอนุกรมลู่เข้า 
จะได้ว่า ส าหรับ 0H!  ใด ๆ ที่ก าหนดให้ จะมีจ านวนจริงบวก N  
ซึ่งท าให้  R TS S� �H   เมื่อ R N!  และ T N!   

 

ตัวอย่าง 4.2.6 (หน้า 223)  

อนุกรมฮารมอนิก 
n 1

1

n

f

 
¦  เปนอนุกรมลู่ออก 

 

บทนิยาม 4.2.3 อนุกรมเรขาคณิต (Geometric Series)  
คือ อนุกรมที่เขียนได้ในรูป 

 n 1 2 n 1

n 1

ar a ar ar ar
f

� �

 
 � � � � �¦  

เมื่อ  a 0z  เปนตัวคงตัว และ  r  เปนอัตราส่วนร่วม 

วิธีหาผลบวกย่อยที่ n  ของอนุกรมเรขาคณิตท าได้ดังต่อไปนี้ 

จาก          2 n 1
nS a ar ar ar � � � � �  

และ         2 3 n 1 n
nrS ar ar ar ar ar� � � � � �  

ดังนั้น  n
n nS rS a ar�  �  

ส าหรับ r 1z  จะได้    
n

n
a(1 r )

S
1 r

� 
�

   



 

 

ทฤษฎีบท 4.2.3 อนุกรมเรขาคณิต n 1

n 1

ar
f

�

 
¦   

1. อนุกรมลู่เข้าเมื่อ  r 1�  และมีผลบวกเปน 
a

1 r�
  

   2. อนุกรมลู่ออกเมื่อ  r 1t   

 
ตัวอย่าง จงแสดงว่าอนุกรม  

  � � � � �2 3 n

1 1 1 1

3 3 3 3
  

ลู่เข้าและหาผลบวกของอนุกรม  

วิธีท า



 

 

ตัวอย่าง ก าหนดอนุกรม  

 �� � � � � �2 3 n 1

4 4 4 4
4

9 9 9 9
  

จงเขียน nS  ให้อยู่ในพจน์ของ n  และ ถ้าเปนอนุกรมลู่เข้าจงหาผลบวกของ

อนุกรม 
วิธีท า



 

 

ตัวอย่าง จงพิจารณาว่าอนุกรม  
f

�

 
�¦ 2n 1 n

n 1

3 5  เปนอนุกรมลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีท า 



 

 

ตัวอย่าง 4.2.10 (หน้า 226;ฝาก) จงแสดงว่าสามารถเขียนทศนิยมไม่รู้จบ 
0.535353  เปนจ านวนตรรกยะ (rational number) ได้ 
ตัวอย่าง จงแสดงว่าสามารถเขียนทศนิยมไม่รู้จบ 4.921921921  เปนจ านวน
ตรรกยะ (rational number) ได้ 

วิธีท า 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

ทฤษฎีบท 4.2.8 ถ้า na¦  และ nb¦  เปนอนุกรมซึ่งมีความแตกต่าง

กัน เฉพาะ m พจนแรก (นั่นคือ k ka b  ถ้า k m! )  

แล้ว na¦  และ nb¦  เปนอนุกรมลู่เข้าทั้งคู่ หรือ ลู่ออกทั้งคู่ 

 

ตัวอย่าง จงพิจารณาว่า 
f

 �¦
n 1

1

n 100
 เปนอนุกรมลู่เข้าหรือลู่ออก 

วิธีท า 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

ทฤษฎีบท 4.2.5 ถ้า na¦  และ nb¦  เปนอนุกรมลู่เข้าที่มีผลบวก

เท่ากับ A  และ B  ตามล าดับแล้ว 

 1.  n n(a b )�¦  ลู่เข้าและมีผลบวกเท่ากับ A B�  

 2.   ถ้า c เปนค่าคงตัวที่เปนจ านวนจริง  
         แล้ว nca¦  ลู่เข้าและมีผลบวกเท่ากับ  cA 

 3.  n n(a b )�¦   ลู่เข้าและมีผลบวกเท่ากับ A B�  

 

ทฤษฎีบท 4.2.6   

 ถ้า na¦  เปนอนุกรมลู่เขา้ และ nb¦  เปนอนุกรมลู่ออก  

 แล้ว � �n na b�¦  เปนอนุกรมลู่ออก 

 

ข้อสังเกต 4.2.2  na¦  และ nb¦  เปนอนุกรมลู่ออกทั้งคู่แล้ว 

n n(a b )�¦  อาจจะเปนอนุกรมลู่เข้า หรือเปนอนุกรมลู่ออกก็ได้ 

¾ ถ้า n
1

a
n

  และ n
1

b
n

  จะได้ n n
2

a b
n

�   ทุกค่า  

n 1,2,3,  ซึ่ง 
n 1

2

n

f

 
¦  เปนอนุกรมลู่ออก 

¾ แต่ ถ้า n
1

a
n

  และ n
1

b
n

 �  จะได้ n na b 0�   ทุกค่า  

n 1,2,3,  ซึ่ง 
n 1

0
f

 
¦  เปนอนุกรมลู่เข้า 



 

 

 
ตัวอย่าง จงพิจารณาการลู่เข้า-ลู่ออกของอนุกรม ถ้าอนุกรมลู่เข้า จงหาผลบวก 

1.  
� �

f

�
 

ª º
�« »�¬ ¼

¦ n 1
n 1

7 2

n n 1 3
  2.  

n 1 n

n 2
n 1

2 5

3

�f

�
 

ª º�
« »
¬ ¼

¦  
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4.3 การทดสอบการลู่เข้าและการลู่ออกของอนุกรม 

เราจะศึกษา 4 วิธี คือ  
1.  การทดสอบแบบปริพันธ์  
2.  การทดสอบแบบเปรียบเทียบ และ  

การทดสอบแบบเปรียบเทียบลิมิต 
3. การทดสอบแบบอัตราส่วน 

4. การทดสอบโดยการถอดรากที่ n 

 

 
 

4..3.1 การทดสอบแบบปริพันธ (The integral test) 

ทฤษฎีบท 4.3.1 [การทดสอบแบบปริพันธ์ (The integral test)] 

ให้ na¦  เปนอนุกรมบวก และให้ f (x)  เปนฟังก์ชันค่าบวก 

ที่ต่อเนื่องและมีค่าไม่เพิ่มขึ้นส าหรับ x 1t   

โดยที่ nf (n) a  ส าหรับ n 1,2,3,   

แล้ว อนุกรม na¦  และ ปริพันธ์ไม่ตรงแบบ   

                  
�f

o�f
  

 ³ ³
t

t
x 1 x 1

f (x)dx lim f (x)dx   

มีผลการลู่เข้า - ลู่ออก เหมือนกัน 

บทนิยาม 4.3.1 อนุกรมบวก (positive series) หมายถึง อนุกรม 

na¦  ซึ่ง na 0!  ทุกค่า n 1,2,3,  
 



 

 

หมายเหตุ  ถ้าอนุกรม na¦  ไม่ได้เริ่มต้นที่ n 1  การทดสอบแบบ

ปริพันธ์ยังคงใช้ได้ (เริ่มต้นที่จ านวนเต็มบวก N ใด ๆ ก็ได้) 

นั่นคืออนุกรม n
n N

a
f

 
¦  และปริพันธ์ไม่ตรงแบบ   

       
�f

o�f
  

 ³ ³
t

t
x N x N

f (x)dx lim f (x)dx   

มีผลการลู่เข้า - ลู่ออกเหมือนกัน โดยข้อก าหนดในทฤษฎีบท 4.3.1 ต้อง
เปนจริงเสมอส าหรับ n Nt  

 

ตัวอย่าง 4.3.1 (หน้า 232;ฝาก) จงทดสอบว่าอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้า
หรือลู่ออก 

1.  
n 1

1

2n 3

f

 �¦  

2. 2
n 1

1

n 4

f

 �¦  

3. n

n 1

ne
f

�

 
¦  

 
 
 



 

 

ตัวอย่าง จงทดสอบว่าอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้าหรือลู่ออก 

1. 
f

 
¦
n 1

1

n
 

2. 
f

�

 
¦

2n

n 1

ne  

3. 
f

 
¦
n 1

1

n(lnn)(ln(lnn))
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บทนิยาม 4.3.2 อนุกรม p (p-series) คือ อนุกรมที่อยู่ในรูป 

p
n 1

1

n

f

 
¦  เมื่อ p  เปนค่าคงตัวใด ๆ  

p 1     �     เรียก 
n 1

1

n

f

 
¦  ว่าอนุกรมฮารโมนิค 

  

ทฤษฎีบท 4.3.2 อนุกรม p เปนอนุกรมลู่เข้าเมื่อ p 1!   

และเปนอนุกรมลู่ออกเมื่อ p 1d  

 
ตัวอย่าง 4.3.4 (หน้า 234) 

1) อนุกรม 4 4 4 4
n 1

1 1 1 1

n 1 2 3

f

 
 � � �¦   

2) อนุกรม 1 1 1 1
n 1 2 2 2 2

1 1 1 1

n 1 2 3

f

 
 � � �¦   

 
 
 
 
 
 



 

 

ตัวอย่าง จงทดสอบว่าอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้าหรือลู่ออก 

1. 
f

 
¦
n 1

1

n
 

2. 
f

 
¦ 2
n 1

1

n
 

3. 
f

�

 
¦ 1.0123

n 1

2020n  

4. 
f

 

�¦ 4
n 1

1

n n
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หมายเหตุ จากการทดสอบแบบปริพันธ์ เราไม่สามารถสรุปว่า 
“ผลบวกของอนกุรมเท่ากับค่าปริพันธ์”  

นั่นคือ โดยทั่วไปแล้ว   n
n 1 1

a f (x)dx
ff

 
z¦ ³   

เช่น  2
n 1

1

6n

f

 

S ¦   แต่  2
1

1
dx 1

x

f

 ³  

 



 

 

4.3.2 การทดสอบแบบเปรียบเทียบและการทดสอบแบบเปรียบเทียบลิมิต 
(Comparison Test and Limit Comparison Test) 

 

ทฤษฎีบท 4.3.3 ก าหนดให้ na¦  อนุกรมบวก และ nS  เปน

ผลบวกย่อยที่ n ของ na¦  

1.  ถ้ามีจ านวนจริง M ที่ nS M�  ทุกค่า n  แล้ว na¦ จะลู่เข้า  

   และมีผลบวกน้อยกว่าหรือเท่ากับ M   

2.  ถ้าไม่มีค่า M ที่ nS M�  ทุกค่า n  แล้ว na¦  ลู่ออก  

 

ทฤษฎีบท 4.3.4 การทดสอบแบบเปรียบเทียบ  

                    (The comparison test) 

ก าหนดให้  na¦  และ  nb¦  เปนอนุกรมบวก 

1.  ถ้า nb¦  ลู่เข้าและ n na bd , n k� t  เมื่อ k ��  

แล้ว na¦  ลู่เข้า 

2. ถ้า nb¦  ลู่ออก และ n na bt , n k� t  เมื่อ k ��  

  แล้ว na¦  ลู่ออก 



 

 

 

ตัวอย่าง 4.3.5 (หน้า 236;ฝาก)   

จงพิจารณาว่าอนุกรม n 1
n 1

1

3 2

f

�
 �¦   ลู่เข้าหรือลู่ออก 

ตัวอย่าง 4.3.6 (หน้า 236;ฝาก)  

จงแสดงว่า 
n 1

1

ln(n 1)

f

 �¦   ลู่ออก 

ตัวอย่าง จงทดสอบว่าอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้าหรือลู่ออก 

1. 
f

 �¦ 2
n 1

1

2n n
       2. 

f

 �¦
n 1

7

2n 5
      2. 

f

 �¦ n 3
n 1

1

3 n
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ข้อสังเกต  ในการทดสอบแบบเปรียบเทียบพจน์ของอนุกรมที่เรา
ต้องการทดสอบจะต้องเล็กกว่าพจน์ของอนุกรมที่ลู่เข้า  หรือใหญ่
กว่าพจน์ของอนุกรมที่ลู่ออก แต่ ถ้าพจน์ของอนุกรมที่เราต้องการ
ทดสอบใหญ่กว่าอนุกรมที่ลู่เข้าหรือเล็กกว่าอนุกรมที่ลู่ออก  
แล้วเราไม่สามารถสรุปผลจากการทดสอบแบบเปรียบเทียบได้  

ตัวอย่างเช่น  อนุกรม n
n 1

1

2 1

f

 �¦   

x เราไม่สามารถใช้อสมการ n n

1 1

2 1 2
!

�
 ในการทดสอบแบบเปรียบเทียบ

ได้  เนื่องจาก n n
n 1

1
b

2

f

 
 ¦ ¦  เปนอนุกรมเรขาคณิตซึ่งลู่เข้า แต่ 

n na b!  

x แต ่เรารู้สึกว่าอนุกรม n
n 1

1

2 1

f

 �¦  น่าจะลู่เข้า เพราะมีลักษณะคล้าย

อนุกรมเรขาคณิต 

n

n
n 1 n 1

1 1

22

f f

  

§ · ¨ ¸© ¹¦ ¦   

ซึ่งลู่เข้า  
 
 
 
 
 
 



 

 

x ส าหรับกรณีเช่นนี้ เราจะใช้การทดสอบอีกรูปแบบหนึ่ง  
คือ การทดสอบแบบเปรียบเทียบลิมิต 

 

ทฤษฎีบท 4.3.5 การทดสอบแบบเปรียบเทียบลิมิต  

(The limit comparison test) 

ก าหนด na¦  และ  nb¦ เปนอนุกรมบวกและ c�  

1.   ถ้า n

n n

a
lim c 0

bof
 !   

  แล้ว อนุกรมทั้งสองมีผลการลู่เข้า - ลู่ออกเหมือนกัน 

2.   ถ้า n

n n

a
lim 0

bof
  และ nb¦ ลู่เข้า   

  แล้ว  na¦  ลู่เข้า 

3.   ถ้า n

n n

a
lim

bof
 �f และ nb¦ เปนลู่ออก   

  แล้ว na¦  ลู่ออก 

 



 

 

 

ตัวอย่าง 4.3.9 (หน้า 237;ฝาก)   

1. จงทดสอบการลู่เข้า-ลู่ออกของอนุกรม n
n 1

1

2 1

f

 �¦  

2. จงทดสอบว่าอนุกรม  
2

5
n 1

2n 3n

5 n

f

 

�

�
¦  ลู่เข้าหรือลู่ออก 

3. จงทดสอบว่าอนุกรม  2
n 1

arctann

n

f

 
¦  ลู่เข้าหรือลู่ออก 

 

ตัวอย่าง จงทดสอบว่าอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้าหรือลู่ออก 

1. 
f

 

�
�¦ 2

n 1

3n 1

(n 1)
 

2. 
f

 �¦ n n
n 1

1

2 5
 

3. 
f

 

� �
� �¦

3 2

8 5
n 1

3n 2n 4

n n 1
 

4. 
f

 

�
�¦ 2

n 1

1 nlnn

n 5
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4.3.3 การทดสอบแบบอัตราส่วน (The ratio test) 

ทฤษฎีบท 4.3.6 [การทดสอบแบบอตัราส่วน (The ratio test)]  

ก าหนดให้ na¦  เปนอนุกรมบวก และ L�  

1. ถ้า n 1

n n

a
lim L 1

a
�

of
 �  แล้ว na¦  ลู่เข้า 

2. ถ้า  n 1

n n

L 1a
lim

a
�

of

!
 ® f¯

   แล้ว na¦  ลู่ออก 

3. ถ้า n 1

n n

a
lim 1

a
�

of
  แล้ว สรุปไม่ได้เกี่ยวกับ na¦  

 
ตัวอย่าง 4.3.13 (หน้า 240;ฝาก)   

จงพิจารณาว่าอนุกรม 
n

n 1

1
n

2

f

 

§ ·�¨ ¸© ¹¦   ลู่เข้าหรือลู่ออก 

ตัวอย่าง 4.3.15 (หน้า 240;ฝาก)    

จงพิจารณาว่าอนุกรม 
n

n 1

n

n!

f

 
¦  ลู่เข้าหรือลู่ออก 



 

 

ตัวอย่าง จงทดสอบว่าอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้าหรือลู่ออก 

1. 
f

 
¦ n
n 1

(2n) !

5
 

2. 
f

 
¦

n

n 1

2

n!
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4.3.4 การทดสอบโดยการถอดรากที่ n  

ทฤษฎีบท 4.3.7 [การทดสอบโดยการถอดรากที่ n  

                      (The thn  Root Test)] 

ให้ n
n 1

a
f

 
¦  เปนอนุกรมซึ่ง na 0t  ทุก n 1,2,3,  

พิจารณา n n
n
lim a R
of

  เมื่อ R เปนจ านวนจริง จะได้ว่า 

1.  ถ้า  R 1�  แล้ว n
n 1

a
f

 
¦ เปนอนุกรมลู่เข้า  

2.  ถ้า n
n

n

R 1
lim a
of

!
 ®�f¯

  แล้ว n
n 1

a
f

 
¦  เปนอนุกรมลู่ออก  

3.  ถ้า  R 1  แล้วไม่สามารถสรุปผลเกี่ยวกับ n
n 1

a
f

 
¦  ได้ 

 

หมายเหตุ ทฤษฎีบท 4.3.7  ยังคงเปนจริงเมื่อแทนเงื่อนไข na 0t  ทุก 

n 1,2,3,  ด้วย na 0t  ทุก n Nt   

เมื่อ N เปนจ านวนเต็มบวกคงตัว 
 
 



 

 

 

ตัวอย่าง 4.3.16 (หน้า 242;ฝาก) จงพิจารณาการลู่เข้า-ลู่ออกของ 

1. 
2

n
n 1

n

2

f

 
¦   2. 

n

2
n 1

2

n

f

 
¦   3. 

n

n 1

1

1 n

f

 

§ ·¨ ¸�© ¹¦  

 

ตัวอย่าง จงทดสอบว่าอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้าหรือลู่ออก 

1. 
f

 

�§ ·¨ ¸�© ¹¦
n

n 1

4n 5

2n 3
 

2. 
f

 �¦ n
n 1

1

(ln(n 1))
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4.4 อนุกรมสลับ (Alternating Series) 

บทนิยาม 4.4.1 อนุกรมสลับ (alternating series) หมายถึง อนุกรม
ที่มีพจน์เปนบวกและลบสลับกัน ได้แก่ อนุกรม 

    
n

n 1 2 3( 1) a a a a�  � � � �¦  

หรือ  
n 1

n 1 2 3 4( 1) a a a a a
��  � � � �¦  

เมื่อ na 0!  ทุกค่า n 1,2,3,   

 

ทฤษฎีบท 4.4.1  
[การทดสอบอนุกรมสลับ (Leibniz’s alternating series test)] 
ถ้า n{a } เปนล าดับที่ k k 1a a 0, k�t ! � �  และ n

n
lim a 0
of

  

แล้ว  
n 1

n( 1) a
��¦  ลู่เข้า 

 
ข้อสังเกต 4.4.1   

1.  ส าหรับอนุกรมสลับในรูป 
n

n( 1) a�¦  เราสามารถพิสูจน์ได้

เช่นกันว่า  
ถ้า k k 1a a 0,  k�t ! � �  และ n

n
lim a 0
of

   

แล้ว  
n

n( 1) a�¦  ลู่เข้า เพราะ 
n n 1

n n( 1) a ( 1) a
��  � �¦ ¦  

 
 



 

 

2.  ส าหรับอนุกรมสลับ 
n 1

n( 1) a
��¦  ซึ่งมีคุณสมบตัิว่า 

k k 1a a 0,  k m (m )�t ! � t �  และ n
n
lim a 0
of

   

จะได้ว่า 
n 1

n( 1) a
��¦  ลู่เข้า 

เพราะ   
m 1

n 1 n 1 n 1
n n n

n 1 n m

( 1) a ( 1) a ( 1) a
� f� � �

  
�  � � �¦ ¦ ¦  

ซึ่งจะเห็นว่า 
m 1

n 1
n

n 1

( 1) a
�

�

 
�¦  เปนอนุกรมจ ากัดจะต้องลู่เข้า  

และ n 1
n

n m

( 1) a
f

�

 
�¦  ลู่เข้า โดยทฤษฎีบท 4.4.1  

ดังนั้นโดยทฤษฎีบท 4.2.5 ข้อ 1. ได้ว่า 
n 1

n( 1) a
��¦  ลู่เข้าด้วย 

3.  ส าหรับการทดสอบว่าอนุกรมสลับลู่ออกนั้น เราจะใช้
ทฤษฎีบท 4.4.1 ไม่ได้ต้องกลับไปใชบ้ทแทรก 4.2.1 

 
 



 

 

 

ตัวอย่าง 4.4.1 (หน้า 246;ฝาก)  จงทดสอบว่าอนุกรมสลับ  
n 1

n 1

( 1)

n

�f

 

�¦   ลู่เข้าหรือลู่ออก 

ตัวอย่าง 4.4.2 (หน้า 247;ฝาก) จงทดสอบว่าอนุกรมสลับ   
n 1 n

2
n 1

( 1) 2

n

�f

 

� �¦   ลู่เข้าหรือลู่ออก 

ตัวอย่าง 4.4.3 (หน้า 247;ฝาก) จงทดสอบว่าอนุกรมสลับ  
n 1

n 1

( 1)

ln(n 1)

�f

 

�
�¦   ลู่เข้าหรือลู่ออก 

ตัวอย่าง 4.4.4 (หน้า 247;ฝาก) จงทดสอบว่าอนุกรมสลับ  

n 1

n 1

3n
( 1)

2n 1

f
�

 
� �

�¦   ลู่เข้าหรือลู่ออก 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

ตัวอย่าง จงทดสอบว่าอนุกรมสลับต่อไปนี้ลู่เข้าหรือลู่ออก 

1. 
�f

 

�
�¦

n 1

n 1

( 1)

n 1
   

2. 
�f

 

� �
�¦

n 1

n 1

( 1) (1 n)

n(n 1)
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4.5 การลู่เข้าสัมบูรณและการลู่เขา้มีเงื่อนไข     

     (Absolute and Conditional Convergence) 
 

บทนิยาม 4.5.1 อนกุรม n
n 1

a
f

 
¦  เปนอนุกรมลู่เข้าสัมบูรณ (Absolute 

convergence)  ถ้า n
n 1

a
f

 
¦  เปนอนุกรมลู่เข้า 

 

ข้อสังเกต  ถ้า n
n 1

a
f

 
¦  เปนอนุกรมบวก จะได้ว่า n na a   

ดังนั้นการลู่เข้าสัมบูรณ์ก็คือการลู่เข้าธรรมดา 
 
 

ทฤษฎีบท 4.5.1    ถ้า n
n 1

a
f

 
¦  เปนอนุกรมลู่เข้าสัมบูรณ์ 

                       แล้ว n
n 1

a
f

 
¦  จะเปนอนุกรมลู่เข้า 

 

บทนิยาม 4.5.2 อนุกรม n
n 1

a
f

 
¦  เปนอนุกรมลู่เข้ามีเงื่อนไข 



 

 

(Conditional convergence)   

ถ้า  n
n 1

a
f

 
¦  เปนอนุกรมลู่เข้า แต่  n

n 1

a
f

 
¦  เปนอนุกรมลู่ออก 

 
 

ตัวอย่าง จงตรวจสอบว่าอนุกรมต่อไปนี้ลู่เข้าสัมบูรณ์/ลูเ่ข้าแบบมีเงื่อนไข 
หรือลู่ออก 

1. 
f

 

�¦
n

2
n 1

( 1)

n
 

2. 
�f

 

�¦
n 1

n 1

( 1)

n
 

3. n 1
n

n 1

n
( 1)

2

f
�

 
� �¦  



 

 

การทดสอบการลูเ่ข้าสัมบูรณ 

ทฤษฎีบท 4.5.2 [การทดสอบแบบอัตราส่วน (The ratio test)] 

 ให้ n
n 1

a
f

 
¦  เปนอนุกรมซึ่ง na 0z   

พิจารณา n 1

n n

a
lim L

a
�

of
  เมื่อ L เปนจ านวนจริง จะได้ว่า 

  1.  ถ้า  L 1�  แล้ว  n
n 1

a
f

 
¦ เปนอนกุรมลู่เข้าสัมบูรณ์ 

  2.  ถ้า  n 1

n n

L 1a
lim

a
�

of

!
 ®�f¯

  แล้ว   n
n 1

a
f

 
¦ เปนอนุกรมลู่ออก         

  3.  ถ้า  L 1  แล้ว ไม่สามารถสรุปผลได้  

 
 



 

 

 

ตัวอย่าง 4.5.2 (หน้า 250;ฝาก) จงทดสอบอนุกรมต่อไปนี้ว่าเปน
อนุกรมลู่เข้าสัมบูรณ์ หรือ ลู่ออก 

1)  
n

n 1

2

n!

f

 
¦  2)  n 1

n
n 1

n
( 1)

2

f
�

 
� �¦     3) 

n 1
n 1

2
n 1

3
( 1)

n 1

�f
�

 
� �

�¦  

ตัวอย่าง จงทดสอบการลู่เข้าของอนุกรมต่อไปนี้ 

1. 
�f

 

�¦
n 1 n

n 1

( 1) 2

n!
   

2. 
f

 

� �¦
n n

n 1

( 100) n

n!
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ทฤษฎีบท 4.5.3 [การทดสอบโดยการถอดรากที่ n  

                      (The thn  Root Test)] 

ให้ n
n 1

a
f

 
¦  เปนอนุกรมซึ่ง na 0z   

พิจารณา n
n

n
lim a R
of

  เมื่อ R เปนจ านวนจริง จะได้ว่า 

  1.  ถ้า  R 1�  แล้ว n
n 1

a
f

 
¦ เปนอนุกรมลู่เข้าสัมบูรณ์  

  2.  ถ้า n
n

n

R 1
lim a
of

!
 ®�f¯

  แล้ว n
n 1

a
f

 
¦  เปนอนุกรมลู่ออก                                       

  3.  ถ้า  R 1  แล้ว ไม่สามารถสรุปผลได้  

 

 

ตัวอย่าง 4.5.3 (หน้า 250) จงทดสอบอนุกรมต่อไปนี้ว่าเปน 

อนุกรมลู่เข้าสัมบูรณ์ หรือ ลู่ออก 

1.  n 1
n

n 1

1
( 1)

n

f
�

 
� �¦    2.  

2n

n
n 1

e

2

f

 
¦  



 

 

 

ตัวอย่าง จงทดสอบการลู่เข้าของอนุกรมต่อไปนี้ 

1. 
f

�

 

§ ·
� ¨ ¸

© ¹
¦

1
n

n
2

n 1

n 1

1
( 1)

n
   

2. 
f

�

 
�¦ n n

n 1

(1 e )  

3. 
�f

�
 

� �¦
n 1 n

n 1
n 1

( 1) (n 1)

n
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