
Calculus for Engineering III SC402202

Lecture 2.1 Parametric Equations
Chapter 1 Surfaces and Coordinate Systems

1 พจิารณาการเคลือ่นทีข่องอนภุาคตามเส้นโค้ง C ดังรปูตอ่ไปนี้

x

y

สังเกตวา่เราไมส่ามารถอธบิายการเคลือ่นทีข่องอนภุาคนี้ ในรปูฟงักชั์นบนระบบพกัิด
ฉาก xy ได้ (Why?) อยา่งไรกต็าม เราสามารถระบตุำแหนง่ของอนภุาคบนระบบพกัิดฉาก
xy ในรปูฟงักชั์นของเวลา t (function of time) โดยอธบิายการเคลือ่นทีข่องอนภุาคนี้ด้วย
ฟงักชั์น x = f (t) และ y = g(t) แทน

บทนยิาม 1. ให้ I เปน็ชว่งของจำนวนจรงิใด ๆ และ f และ g เปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งบนชว่ง
I กำหนดให้

x = f (t), y = g(t) สำหรับทกุ t ∈ I (1)

เราจะเรยีก
• สมการ (1) วา่ สมการองิตัวแปรเสรมิ (parametric equations)

• เซตของจดุ (x,y) = ( f (t),g(t)) ทีก่ำหนดโดย (1) วา่ เส้นโค้งองิตัวแปรเสรมิ (para-
metric curve) หรอื กราฟ (graph) ของสมการองิตัวแปรเสรมิ

• ตัวแปร t ∈ I วา่ ตัวแปรเสรมิ (parameter) ของสมการองิตัวแปรเสรมิ
1ABD12 : Section 10.1 : 2, 3-12, 13-18, 20, 23, 24(a), 25, 26, 27, 28, 33, 34, 37, 38, 39, 40

TWH14 : Section 11.1 : 1-18, 19-20, 21-24, 26, 27, 28
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• ชว่ง I ⊂ R วา่ ชว่งองิตัวแปรเสรมิ (parametric interval)

หมายเหตุ 1. ในกรณที ีช่ว่ง I เปน็ชว่งปดิ กลา่วคอื I = [a,b] := {t ∈R : a ≤ t ≤ b} เราจะ
เรยีก จดุ ( f (a),g(a)) และ จดุ ( f (b),g(b)) วา่ จดุเร ิม่ต้น (initial point) และจดุปลาย
(terminal point) ตามลำดับ และในกรณที ีไ่มร่ะบชุว่ง I ให้เปน็ข้อตกลงวา่ I = R

หมายเหตุ 2. ในกรณที ีเ่ส้นโค้ง C เปน็การเคลือ่นทีข่องอนภุาคบนระนาบ xy ทีเ่ขยีนในรปู
สมการองิตัวแปรเสรมิดังสมการ (1) เราจะเรยีกเส้นโค้ง C วา่ แนววถิ ี (trajectory) ของ
อนภุาค

ตัวอยา่ง 1. พจิารณาการเคลือ่นทีข่องอนภุาคทีก่ำหนดโดยสมการองิตัวแปรเสรมิ

x = t −1, y = t +1 สำหรับทกุ t ∈ [0,5]

1. จงพจิารณาพกัิดของอนภุาคเมือ่ t = 0,1,2,3,4 และ 5

2. จงวาดแนววถิกีารเคลือ่นทีข่องอนภุาค

3. จงระบทุศิทางการเคลือ่นทีข่องอนภุาค

x

y

2



สังเกตวา่กราฟของสมการองิตัวแปรเสรมิหรอืแนววถิ ีการเคลือ่นที่ของอนภุาคจะไม ่
ปรากฏตัวแปรเสรมิ t บนกราฟหรอืบนแนววถิ ี นอกจากนี้ ทศิทางของสมการองิตัวแปร
เสรมิจะมกีารเปลีย่นแปลงตามตัวแปรเสรมิ t ทีม่คีา่เพ ิม่ขึ้น ซึง่เราเรยีกการเพิม่ขึ้นของ t
นี้ วา่ ทศิทางการเพิม่ขึ้นของตัวแปรเสรมิ (direction of increasing parameter) หรอื
กลา่วอกีนัยหนึง่วา่ มกีารกำหนดทศิทาง (orientation) ให้กับกราฟโดยสมการองิตัวแปร
เสรมิ
หมายเหตุ 3. เส้นโค้งองิตัวแปรเสรมิหรอืกราฟของสมการองิตัวแปรเสรมิมคีวามแตกตา่ง
จากเส้นโค้งหรอืกราฟทีเ่ราร ู้จักโดยทัว่ไป กลา่วคอื เส้นโค้งองิตัวแปรเสรมิเปน็เส้นโค้งทีม่ ี
การกำหนดทศิทางด้วย
ตัวอยา่ง 2. จงเขยีนกราฟของสมการองิตัวแปรเสรมิ

x =
√

t, y = t สำหรับทกุ t ≥ 0

พร้อมท้ังระบทุศิทางการเพิม่ขึ้นของตัวแปรเสรมิ
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ตัวอยา่ง 3. 1. จงเขยีนกราฟของสมการองิตัวแปรเสรมิ
x = cos t, y = sin t สำหรับทกุ t ∈ [0,2π]

พร้อมท้ังระบทุศิทางการเพิม่ขึ้นของตัวแปรเสรมิ

ฝาก! 2. กำหนดให้ h,k เปน็คา่คงตัว และ r > 0 จงเขยีนกราฟของสมการองิตัวแปร
เสรมิ

x = h+ r cos t, y = k+ r sin t สำหรับทกุ t ∈ [0,2π]

พร้อมท้ังระบทุศิทางการเพิม่ขึ้นของตัวแปรเสรมิ
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ตัวอยา่ง 4. 1. จงเขยีนกราฟของสมการองิตัวแปรเสรมิ

x = sec t, y = tan t สำหรับทกุ t ∈
(
−π
2

,
π
2

)
∪
(

π
2
,
3π
2

)

พร้อมท้ังระบทุศิทางการเพิม่ขึ้นของตัวแปรเสรมิ

ฝาก! 2. กำหนดให้ h,k เปน็คา่คงตัว และ a,b > 0 จงเขยีนกราฟของสมการองิตัวแปร
เสรมิ

x = h+asec t, y = k+b tan t สำหรับทกุ t ∈
(
−π
2

,
π
2

)
∪
(

π
2
,
3π
2

)

พร้อมท้ังระบทุศิทางการเพิม่ขึ้นของตัวแปรเสรมิ

x

y
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ในบางคร้ัง เราสามารถเขยีนฟงักชั์น y = h(x) ทีน่ยิามได้บนชว่ง I ให้อย ูใ่นรปูของ
สมการองิตัวแปรเสรมิได้โดยการกำหนดตัวแปรเสรมิ t = x ซึง่จะทำให้ได้วา่ y = h(t)
สำหรับทกุ t ∈ I ตามลำดับ

ตัวอยา่ง 5. จงหาสมการองิตัวแปรเสรมิของความสัมพันธต์อ่ไปนี้
1. y = x2 +2x+3

2. y = cosx สำหรับทกุ x ∈ [−2π,2π]
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ตัวอยา่ง 6. จงหาสมการองิตัวแปรเสรมิของสว่นของเส้นตรงทีม่จีดุเร ิม่ต้น P(x0,y0) และ
จดุปลาย Q(x1,y1)
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ตัวอยา่ง 7. จงหาสมการองิตัวแปรเสรมิของรังสที ีม่จีดุเร ิม่ต้น (2,3) และผา่นจดุ (−1,−1)
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