
Calculus for Engineering III SC402202

Lecture 7 Cylindrical and Spherical Coordinate
Systems
Chapter 1 Surfaces and Coordinate Systems

1 ในหัวข้อนี้ เราจะศกึษาระบบพกัิดในปรภิมูสิามมติอิกีสองระบบได้แก ่ ระบบพกัิดทรง
กระบอก และระบบพกัิดทรงกลม ซึง่มรีายละเอยีดดังนี้
บทนยิาม 1. ให้ P เปน็จดุในระบบพกัิดทรงกระบอก (cylindrical coordinate system)
แล้ว P มพีกัิดในรปู (r,θ ,z) โดยที่

i) r ≥ 0 และ θ ∈ [0,2π) เปน็ตำแหนง่ในระบบพกัิดเชงิข้ัวของภาพฉาย (projection)
ของจดุ P บนระนาบ xy

ii) z ∈ R เปน็ตำแหนง่ของ z ในระบบพกัิดฉากของจดุ P ตามแนวแกน z

ซึง่สามารถอธบิายได้ดัง Figure 1

1ABD12 : Section 11.8 : 1-2,3-4,5-6,7-8,15-18,19-26,27-34,35-46,47-50,51,52,53
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Figure 1: จดุ P ในระบบพกัิดทรงกระบอก. ปรับปรงุจาก (Anton et al., 2012, น. 832)

โดยปกติ เราทราบวา่พื้นผวิของสมการ
x = x0 y = y0 และ z = z0

โดยที่ x0,y0 และ z0 เปน็คา่คงตัว เปน็ระนาบทีข่นานกับระนาบ yz,xz และ xy ตามลำดับ
ดัง Figure 2

Figure 2: พื้นผวิของสมการ x = x0,y = y0,z = z0. ปรับปรงุจาก (Anton et al., 2012, น. 832)

อยา่งไรกต็าม ในระบบพกัิดทรงกระบอก พื้นผวิของสมการ
r = r0 θ = θ0 และ z = z0
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โดยที่ r0 ≥ 0,θ ∈ [0,2π) และ z0 ∈ R เปน็คา่คงตัว เปน็ดัง Figure 3

Figure 3: พื้นผวิของสมการ r = r0,θ = θ0,z = z0. ปรับปรงุจาก (Anton et al., 2012, น. 833)
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หมายเหตุ 1. จากพื้นผวิของสมการ r = r0,θ = θ0 และ z = z0 สามารถสรปุลักษณะได้
ดังนี้

i) พ ื้นผวิ r = r0 เปน็พื้นผวิทรงกระบอกต้ังตรงทีม่รัีศมี r0 และจดุศนูยก์ลางเปน็แกน z

ii) พ ื้นผวิ θ = θ0 เปน็ครึง่ระนาบต้ังตรงตามแนวแกน z และทำมมุ θ0 กับฝ ัง่บวกของ
แกน x

iii) พ ื้นผวิ z = z0 เปน็ระนาบขนานกับระนาบ xy

บทนยิาม 2. ให้ P เปน็จดุในระบบพกัิดทรงกลม (spherical coordinate system) แล้ว
P มพีกัิดในรปู (ρ,θ ,ϕ) โดยที่

i) ρ ≥ 0 เปน็ระยะหา่งของจดุ P วัดจากจดุกำเนดิ O

ii) θ ∈ [0,2π) เปน็มมุทีวั่ดจากฝ ัง่บวกของแกน x ไปยังตำแหนง่ของภาพฉาย (projec-
tion) ของจดุ P บนระนาบ xy

iii) ϕ ∈ [0,π] เปน็มมุทีวั่ดจากฝ ัง่บวกของแกน z ไปยังสว่นของเส้นตรง OP

ซึง่สามารถอธบิายได้ดัง Figure 4

Figure 4: จดุ P ในระบบพกัิดทรงกลม. ปรับปรงุจาก (Anton et al., 2012, น. 832)
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ในระบบพกัิดทรงกลม พื้นผวิของสมการ
ρ = ρ0 θ = θ0 และ ϕ = ϕ0

โดยที่ ρ0 ≥ 0,θ ∈ [0,2π) และ ϕ ∈ [0,π] เปน็คา่คงตัว เปน็ดัง Figure 5

Figure 5: พื้นผวิของสมการ ρ = ρ0,θ = θ0,ϕ = ϕ0. ปรับปรงุจาก (Anton et al., 2012, น. 833)

หมายเหตุ 2. จากพื้นผวิของสมการ ρ = ρ0,θ = θ0 และ ϕ = ϕ0 สามารถสรปุลักษณะได้
ดังนี้

i) พ ื้นผวิ ρ = ρ0 เปน็พื้นผวิทรงกลมทีม่รัีศมี ρ0 และจดุศนูยก์ลางเปน็จดุกำเนดิ

ii) พ ื้นผวิ θ = θ0 เปน็ครึง่ระนาบต้ังตรงตามแนวแกน z และทำมมุ θ0 กับฝ ัง่บวกของ
แกน x

iii) พ ื้นผวิ ϕ = ϕ0 แบง่เปน็หลายกรณี ดังนี้
ถ้า ϕ0 ∈

(
0, π

2

) แล้วพื้นผวิเปน็กรวยหงายทีผ่วิกรวยทำมมุ ϕ0 กับฝ ัง่บวกของแกน z

ถ้า ϕ0 ∈
(π

2 ,π
) แล้วพื้นผวิเปน็กรวยควำ่ทีผ่วิกรวยทำมมุ ϕ0 กับฝ ัง่บวกของแกน z

ถ้า ϕ0 =
π
2 แล้วพื้นผวิเปน็.....................................................................

ถ้า ϕ0 = 0 แล้วพื้นผวิเปน็......................................................................
ถ้า ϕ0 = π แล้วพื้นผวิเปน็.....................................................................
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พจิารณาระบบพกัิดทรงกระบอก ระบบพกัิดทรงกลม และระบบพกัิดฉากบนระนาบ xy

โดยทีจ่ดุกำเนดิของท้ังสองระบบเปน็จดุเดยีวกัน จะพบวา่ระบบพกัิดตา่ง ๆ มคีวามสัมพันธ์
กันดังนี้

จาก เปน็ สตูร ข้อจำกัด
(r,θ ,z) (x,y,z) x = r cosθ r ≥ 0

y = r sinθ θ ∈ [0,2π)
z = z z ∈ R

(x,y,z) (r,θ ,z) r =
√

x2 + y2

tanθ = y
x

z = z

(ρ,θ ,ϕ) (x,y,z) x = ρ sinϕ cosθ ρ ≥ 0
y = ρ sinϕ sinθ θ ∈ [0,2π)

z = ρ cosϕ ϕ ∈ [0,π]

(x,y,z) (ρ,θ ,ϕ) ρ =
√

x2 + y2 + z2

tanθ = y
x

cosϕ = z
ρ

ตัวอยา่ง 1. จงหาตำแหนง่ในระบบพกัิดฉากของจดุในระบบพกัิดทรงกระบอกตอ่ไปนี้
1. P(1,0,1)

2. Q(4, π
6 ,3)
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ตัวอยา่ง 2. จงหาตำแหนง่ในระบบพกัิดทรงกระบอกของจดุในระบบพกัิดฉากตอ่ไปนี้
1. P(1,−1,−1)

2. Q(4
√

3,4,−4)
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ตัวอยา่ง 3. จงหาตำแหนง่ในระบบพกัิดฉากของจดุในระบบพกัิดทรงกลมตอ่ไปนี้
1. P(1,0,π)

2. Q(5, π
6 ,

π
4 )
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ตัวอยา่ง 4. จงหาตำแหนง่ในระบบพกัิดทรงกลมของจดุในระบบพกัิดฉากตอ่ไปนี้
1. P(1,0,0)

2. Q(1,
√

3,−2)
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ตัวอยา่ง 5. จงหาสมการในระบบพกัิดฉากของพื้นผวิท ีม่สีมการในระบบพกัิดทรงกระบอก
ตอ่ไปนี้

1. z = 2cosθ

2. r2 + z2 = r2 cosθ sinθ
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ตัวอยา่ง 6. จงหาสมการในระบบพกัิดฉากของพื้นผวิท ีม่สีมการในระบบพกัิดทรงกลมตอ่
ไปนี้

1. ρ = 2cosϕ

2. ρ = 6sinϕ sinθ

3. ρ sinϕ = 4cosθ
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ตัวอยา่ง 7. จงหาสมการในระบบพกัิดทรงกระบอกและระบบพกัิดทรงกลมของพื้นผวิทีม่ ี
สมการในระบบพกัิดฉากตอ่ไปนี้

1. x+2y+3z = 1

2. x2 + y2 + z2 = 16

3. z =
√

x2 + y2
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